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第10章解析几何
模块1直线与方程
第1节直线的方程(★☆)
内容提要
1.直线的㑔斛与斜率
(1)㑔斜角：直线朝上的方向与轴正向形成的夹角，叫做直线的倾斜角；当直线与轴平行或重合时，规定直线的倾斜角为，所以直线㑔斜角的取值范围为.
(2)直线的斜率与倾斜角的关系：，当时，称直线的斜率不存在.
(3)两点连线斜率公式：设，则直线的斜率.
(4)斜率与方向向量的关系：当直线的斜率为时，的一个方向向量为；当直线的斜率不存在时，的一个方向向量为；若已知直线的一个方向向量为，则当时，其斜率；当时，其斜率不存在.
(5)计算两直线的夹角余弦：设直线的一个方向向量为，直线的一个方向向量为与的夹角为，则.
2.直线的方程：
	名称
	条件
	方程形式
	表示范围

	点斜式
	斜率，点
	
	不含斜率不存在的直线

	斜截式
	斜率轴上的截距
	
	不含斜率不存在的直线

	横截式
	倒斜率或
轴上的截距
	
	不含斜率为0的直线

	截距式
	轴、轴上的截距
	
	

	两点式
	
	
	不与坐标轴垂直的直线

	一般式
	/
	
	所有直线


3.直线和的平行与垂直：
(1)，其中可保证两直线斜率相等或斜率都不存在，可进一步保证两直线不重合.
(2)，这一式子包括了两直线斜率都存在，且乘积为-1的一般情况，和一条直线斜率为0，另一条直线斜率不存在的特殊情况.
4.若直线方程只含1个参数，则该直线很可能过定点.例如，直线的方程为，则可变形为，无论如何变化，点始终满足该方程，所以直线过定点.
类型I：直线的倾斜角与斜率
[例直线经过点和，则直线的倾斜角为___________
答案：
解析：已知两点，可先求斜率，再求倾斜角，，结合知.
[变式1]若直线经过三点，则___________
答案：4
解析：三点共线，则任取其中两点求得的斜率相等，由题意，，解得：.
[反思]解析几何中的三点共线问题，常由任取两点斜率相等来建立方程，但需注意斜率不存在的情况.
[变式2]已知直线经过两点，其中，则直线的倾斜角的取值范围是(     )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：已知两点坐标，可求出斜率的范围，再求倾斜角的范围，先考虑斜率不存在的情形，当时，轴，所以直线的倾斜角；
当时，不与轴垂直，
其斜率，
当且仅当，即时取等号，所以，如图，
由图可知；
综上所述，的取值范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/43eb/43eb1556433c54c22dd40005c2b9efa4_7300.jpg]
[变式3]设，直线过点且与线段相交，则的斜率的取值范围是___________
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：先画图分析临界状态，如图，直线从绕点逆时针旋转至，与线段有交点，
再求出两个临界状态的斜率，，
最后分析范围应取两者之间，还是两者之外，可分两部分考虑，
当直线从旋转到图中虚线时，斜率从变到；
当直线从虚线继续旋转到时，斜率从变到；
所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/441c/441c7da4db3be036b6aca87e61b058f0_5238.jpg]
[反思](1)若题目与有关的条件改为的方程为，还会做吗？根据内容提要第4点，直线过定点，接下来的过程和本题相同；
(2)当直线从绕定点旋转到时，若旋转过程中经过了竖直线，则斜率的变化范围取两者之外；若没有经过竖直线，则取两者之间.
类型Ⅱ：斜率的几何意义的运用
[例2]已知点，若点在线段上，则的取值范围是
A.B.
C.
D.
答案：A
解析：出现的一次分式结构，可考虑用两点连线的斜率来分析，因为，所以可以看成动点与定点的连线斜率，如图，当从运动到，直线就从绕点逆时针旋转至，由题意，，因为旋转过程中经过了竖直线，所以斜率的变化范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/441c/441c7da4db3be036b6aca87e61b058f0_9998.jpg]
[反思]根据两点连线的斜率公式所展现的形式，解析几何中涉及关于的一次分式结构，都可以尝试运用斜率的几何意义来分析问题.
[变式]已知实数满足，则的取值范围是___________
答案：
解析：出现的一次分式结构，考虑运用斜率来分析，要凑出斜率，得先把分子的拆掉，因为，记，则，
下面先分析的范围，，所以表示点动和定点连线的斜率，因为，所以点在如图所示的半圆上运动，直线的临界状态为图中的和，其中直线过点和点，其僰率为，直线与半圆相切，设其斜率为，则其方程为，即，所以圆心到的距离，
解得：或0(舍去，图中的斜率显然为负)，当在半圆上运动时，直线的扫动范围是从绕点逆时针旋转至，过程中不经过竖直线，故其斜率的变化范围是，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/76a3/76a3ca1122a255d7203d14e6bf09ecda_2667.jpg]
类型Ⅲ：用方向向量解决夹角问题
[例3]已知正三角形某内角的平分线所在直线的斜率为，写出该内角的两边中，其中一边所在直线的斜率___________
答案：或
解析：如图，设是正的内角的平分线，则与和的夹角均为，涉及直线与直线的夹角，考虑用直线的方向向量来计算，直线斜率为其方向向量可取，设斜率为，则其方向向量可取，所以，解得：或.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/76a3/76a3ca1122a255d7203d14e6bf09ecda_7810.jpg]
[反思]涉及直线与直线的夹角问题，常考虑用直线的方向向量来处理.
类型Ⅳ：求直线的方程
[例4]直线过点，倾斜角为，且，则直线的方程为___________
答案：或
解析：已知可求出，得到斜率，用点鈄式写出直线的方程，
由题意，且，
所以直线的方程为或，整理得：或.
[例5]已知中，已知，则边的中垂线的方程为___________
答案：解析：如图，中点为，接下来求斜率，可先求的斜率，再由求的斜率，
由题意，，所以，从而，故的方程为，即.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/dd99/dd990a76ad3bb30fea2561b6be9797e0_8992.jpg]
[例6]直线过点，且在两坐标轴上截距相等，则直线的方程为___________
答案：或
解析：涉及截距，可设直线的截距式方程，先考虑截距为0的特殊情况，当直线过原点时，其斜率为2，故其方程为，即，此时直线在两坐标轴上截距均为0，满足题意；
当直线不过原点时，可设其方程为，将点代入可得，解得：，所以直线的方程为，即；
综上所述，直线的方程为或.
类型：直线的平行与垂直
[例7]设直线，则“"是“"的(     )
A.充分不必要条件
B.必要不充分条件
C.充要条件
D.既不充分也不必要条件
答案：C
解析：先用分析的充要条件，
由题意，
由(1)可解得：或1，但不满足(2)，所以的充要条件是，选C.
[例8]设直线，则“”是“”的(     )
A.充分不必要条件
B.必要不充分条件
C.充要条件
D.既不充分也不必要条件
答案：A
解析：先由分析的充要条件，由题意，，解得：，所以“”是“”的充分不必要条件.
[变式]若直线过定点过定点与交于点，则___________
答案：13
解析：两直线的方程都只含1个参数，先把参数集中，找到两直线所过的定点，由题意，过定点直线过定点，接下来若去求交点，再算，则计算量大，而的结构让我们联想到勾股定理，故来看看是否垂直，因为两直线方程的系数满足，所以，如图，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/34bb/34bb27d273eabff39a1777bbe875cf18_8569.jpg]
[反思]当两直线都含参时，应通过分析系数来判断两直线是否隐藏了垂直、平行这些特殊的位置关系.

第2节距离公式(★★)
内容提要
1.两点间的距离公式：设，则.
2.点到直线的距离公式：设点，直线，则点到直线的距离.
3.平行线间的距离公式：设，则和平行，且它们之间的距离.
4.弦长公式：设，若在直线上，则；若在直线上，则.
类型I：两点间的距离
[例1]设为函数的图象上一点，为坐标原点，则的最小值是(    )
A.2
B.
C.
D.
答案：D
解析：先根据解析式将动点坐标设出来，再计算，由题意，可设，
则，
当且仅当，即时等号成立，所以.
[例2]若满足，则的最小值为(    )
A.3
B.4
C.2
D.6
答案：B
解析：由的结构联想到两点间的距离公式，记，则，因为，所以是直线上的动点，如图，的最小值即为点到直线的距离，
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/86de/86de8ee5368e3cd240956ce9188a7928_5219.jpg]
所以，故的最小值为4.
[反思]解析几何中看到“平方+平方”的结构，常往两点间的距离这个方向思考.
类型Ⅱ：点到直线的距离
[例3]已知两点到直线的距离相等，则(    )
A.2
B.
C.2或-8
D.2或
答案：D
解析：由题意，，解得：或.
[变式]已知直线，当变化时，点到直线的距离的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解法1：先把点到直线的距离用表示出来，再分析它的取值范围，
点到直线的距离

因为，所以，从而，故，所以，故.
解法2：要分析点到直线的距离的取值范围，可先在图中把该距离作出来，直线过定点，如图，作于，我们就是要分析的取值范围，因为是定点，所以找的轨迹，注意到当绕点旋转的过程中，始终有，所以点在以为直径的圆上运动，
由于直线的斜率存在，所以不与重合，那么在圆上运动时，有，故点到直线的距离的取值范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/86de/86de8ee5368e3cd240956ce9188a7928_5648.jpg]
类型Ⅲ：平行线间的距离
[例4]直线与直线之间的距离为，则___________
答案：8或12
解析：两平行线才能算距离，两直线的斜率均为-2，所以平行，代公式前先调整系数为一致，
，所以两直线的距离，解得：或12.

第3节直线相关的对称问题(★★☆)
内容提要
1.点关于直线对称：如图1，欲求关于的对称点，可设，用和的中点在直线上来建立方程组求解和.
特殊情况：当的斜率是时，可直接由的方程分别将反解出来，再将点的坐标分别代入即可求得的坐标.
2.圆关于直线对称：如图2，圆和圆关于直线对称，则和关于直线对称，且两圆半径相等.
3.直线与直线对称：如图3，求直线关于直线的对称直线，可㧓住两点：
(1)所求直线经过直线和直线的交点；
(2)在直线上另取一点，根据点到直线和的距离相等建立方程求解的斜率.特别地，如图4和图5，若是水平线或竖直线，则和的倾斜角互补，斜率相反.
[image: ]
类型I：点与线的对称
[例1]点关于直线的对称点是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解法1：先设对称点的坐标，再利用对称关系建立方程组求解，设关于的对称点是，则的中点为，如图，
应有，解得：，所以.
解法：注意到对称轴的斜率为-1，故可按内容提要中的特殊情况来处理，先由对称轴方程反解和，将分别代入此二式的右侧可得，故所求对称点为.
[反思](1)求点关于直线的对称点，关键是抓住的中点在上和来建立方程组，这是解决这类问题的通法；(2)解法2的做法，只适用于对称轴的斜率为的情形.
[变式]已知直线，则直线关于点对称的直线的方程为___________
答案：
解法1：如图，关于点对称的两直线平行，所以两直线斜率相等，再找一个点即可，由题意，点在上，那么它关于点的对称点在上，又直线的斜率为，所以的方程为，整理得：.
解法2：也可设的坐标，通过关于的对称点在上建立所设坐标的方程，设是上任意一点，则它关于的对称点在直线上，代入直线的方程可得，整理得：，即.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eaea/eaea65598191b86739f84fced7ace651_8474.jpg]
类型Ⅱ：圆关于直线的对称
[例2]与圆关于直线对称的圆的方程为___________
答案：
解析：如图，先求关于的对称点的斜率为1，可按特殊情况处理，
，
将代入此二式右侧可得，
所以，
故所求圆的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eaea/eaea65598191b86739f84fced7ace651_8668.jpg]
[反思]求圆关于直线的对称圆，关键是求点关于直线的对称点，两圆半径相等.
[变式]若方程表示的曲线关于直线对称，则必有(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：所给方程表示圆心为的圆，圆关于直线对称，只需该直线过圆心，所以，故.
类型Ⅲ：直线与直线对称
[例3]直线关于直线对称的直线的方程为___________
答案：
解析：如图，直线过与的交点，先求点，所以，
有了点，还差斜率，故设斜率，并在上另取一点，由到和距离相等建立方程求斜率，
由图可知的斜率存在，设为，则的方程为，即(1)，
点在上，所以到和的距离相等，
故，解得：或-1，其中-1是的斜率，舍去，所以，
代入(11)整理得的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eaea/eaea65598191b86739f84fced7ace651_9397.jpg]
[变式1]直线关于轴对称的直线的方程为___________
答案：
解析：如图，直线经过与轴的交点，先求点的坐标，
，所以，
由图可知两直线的倾斜角互补，其斜率应互为相反数，直线的斜率为，
所以直线的斜率为，故直线的方程为，整理得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d1e1/d1e1c9ad048447782ca637b5f0af52c4_4751.jpg]
[变式2](2022.新高考Ⅱ卷)设点，直线关于直线的对称直线为，已知直线与圆有公共点，则的取值范围为___________
答案：
解析：先把的方程求出来，如图，注意到点在直线上，所以直线也过点，还差斜率，由图可知两直线关于水平线对称，它们的倾斜角互补，斜率相反，因为，所以的斜率为，故的方程为，即，又与圆有公共点，所以圆心到的距离，解得：.
[image: ]
[反思]从例3及其后的两个变式可以看出，当对称轴不与坐标轴垂直时，可在对称轴上另取一点，由该点到两直线距离相等来求斜率；当对称轴与坐标轴垂直时，直接由两直线斜率相反即可求斜率.
类型Ⅳ：线段和与差的最值
[例4]在平面直角坐标系中，直线上的动点到定点和的距离之和的最小值为___________
答案：
解析：在的同侧，直接分析的最值不易，可将对称到的另一侧，转化为求上的动点到其两侧定点的距离之和的最小值来分析，如图，设是关于直线的对称点，则，所以，由三角形两边之和大于第三边可得，当且仅当与图中重合时取等号，所以的最小值是，下面先求点的坐标，注意到的斜率为-1，可按特殊情况处理，，将点代入此二式的右侧可得，所以，故，即.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d1e1/d1e1c9ad048447782ca637b5f0af52c4_6375.jpg]
[反思]定直线上的动点到其同侧两定点的距离之和的最小值，可通过将或对称到的另一侧，借助三角形两边之和大于第三边来分析.
[变式]直线分别交轴和轴于点为直线上一动点，则的最大值是(    )
A.1
B.2
C.3
D.4
答案：A
解析：由题意，直线与轴交于点，与轴交于点，如图，在的两侧，直接分析的最大值不易，可将对称到的另一侧，设是关于直线的对称点，则，且，所以，由三角形两边之差小于第三边可得，当且仅当点与点重合时取等号，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/b35b/b35ba2075bad2207cbe824a604be6dec_5576.jpg]
[反思]定直线上的动点到其异侧两定点的距离之差的最大值，可通过将或对称到的另一侧，借助三角形两边之差小于第三边来分析.
类型V：入射光线与反射光线的对称
[例5]从点发出的一束光线经过直线反射，反射光线恰好通过点，则的方程为___________
答案：
解析：如图，和关于对称，所以关于的对称点在上，先求的坐标，的斜率为1，可按特殊情况处理，，将点代入此二式的右侧可得，
所以，直线即为直线，其斜率为，
故的方程为，整理得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/b35b/b35ba2075bad2207cbe824a604be6dec_7552.jpg]
[反思]如图，，又，所以，从而入射光线与反射光线关于直线对称，利用此性质可解决大部分的光线入射与反射问题，其本质仍是点关于线的对称.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/b35b/b35ba2075bad2207cbe824a604be6dec_8723.jpg]

模块2圆与方程
第1节圆的方程(★☆)
内容提要
1.圆的方程
(1)标准方程：，其中圆心为，半径为.
(2)一般方程：，其中.
2.求圆的方程常用两种方法：
(1)找圆心(弦的中垂线过圆心)、求半径.
(2)设一般式方程，建立的方程组，解方程组.当已知圆上三点时，常用这种方法.
3.点与圆的位置关系：设，圆或，
(1)点在圆外(或；
(2)点在圆上(或；
(3)点在圆内(或.
类型I：圆的方程中的系数条件
[例1]若方程表示一个圆，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：用求解的范围即可，方程表示圆.
[变式]若点在圆的外部，则实数的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：点在圆外部，解得：(1)，还需考虑圆的方程本身对的要求，
方程表示圆，应有，解得：，结合(11可得.
[反思]当圆的方程中含参时，不要忘了考虑圆的方程本身对参数的要求.
类型Ⅱ：求圆的方程
[例2]已知为原点，则的外接圆的方程为
答案：
解析：如图，已知圆上三点，可设一般式方程，把点代入建立方程组求解系数，设外接圆的方程为，将的坐标代入可得，
解得：，所以外接圆的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/5544/554413f7996ecb3b68ba3d2a85cf20bd_5574.jpg]
[例3](2022-全国甲卷)设点在直线上，点和均在上，则的方程为___________
答案：
解析：，
由题意，圆心在直线上，故可设，
要求圆心坐标，可用与所给圆上两点的距离相等来建立关于的方程，如图，，所以，
解得：，故圆心为，
半径，
所以的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/5544/554413f7996ecb3b68ba3d2a85cf20bd_1826.jpg]
[例4]过点，且与直线相切于点的圆的方程为___________
答案：
解析：先找圆心，如图，圆心应在过且与垂直的直线上，也在的中垂线上，故圆心是它们的交点，
由题意，过且与垂直的直线为，即，
线段的中垂线为，联立解得：，
所以圆心为，半径，故所求圆的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/5544/554413f7996ecb3b68ba3d2a85cf20bd_5784.jpg]
总结
求圆的方程常用三种方法：(1)设圆的一般式方程，并建立关于系数的方程组，已知圆上三点常用此法；(2)利用圆上点到圆心距离为半径列方程，已知圆心坐标性质时常用此法；(3)利用弦的中垂线过圆心来找圆心，再求半径.

第2节直线与圆的位置关系(★★)
内宍提要
1.判断直线与圆的位置关系的步骤：
(1)计算圆心到直线的距离；
(2)将和进行比较：若，则直线和圆相离，它们没有交点，如图1；若，则直线和圆相切，它们有1个交点，如图2；若，则直线和圆相交，它们有2个交点，如图3.
[image: ]
2.当直线与圆相交时，两个交点之间的线段长度，称为直线被圆截得的弦长，计算的步聧是：
(1)计算圆心到直线的距离；(2)弦长.
[image: ]
类型I：判断直线与圆的位置关系
[例1]直线与圆的位置关系是(    )
A.相离
B.相切
C.相交且过圆心
D.相交且不过圆心
答案：
解析：
圆心到直线的距离，所以直线与圆相离.
[变式1]对任意的实数，直线与圆的位置关系是(    )
A.相交
B.相切
C.相离
D.与有关
答案：
解析：直线含参，先看它是否过定点，过定点，注意到，所以点在圆内部，故与圆始终相交.
[反思]判定含参直线与圆的位置关系，除了直接比较与外，往往还可以通过判断直线是否过定点来得出结论.
[变式2](2021-新高考Ⅱ卷)(多选)已知直线与圆，点，则下列说法正确的是(    )
A.若点在圆上，则直线与圆相切
B.若点在圆内，则直线与圆相离
C.若点在圆外，则直线与圆相离
D.若点在直线上，则直线与圆相切
答案：
解析：直线不过定点，故只能比较和，先把算出来，由题意，(1)，项，点在圆上，代入(1)得与圆相切，故A项正确；项，点在圆内，结合(1)得与圆相离，故B项正确；项，点在圆外，结合(1)得与圆相交，故项错误；项，点在上，代入(1)得与圆相切，故D项正确.
类型Ⅱ：用垂径定理计算弦的方程
[例2]若圆的弦的中点为，则直线的方程是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：圆心为，在圆中涉及弦中点，想到垂径定理，如图，为弦的中点，所以，因为，所以，故直线方程是，整理得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8c0b/8c0bda19fd29eaede53669cc1896a81e_4736.jpg]
类型Ⅲ：直线被圆截得的弦长
[例3]直线被圆截得的弦长为___________
答案：
解析：涉及圆的弦长，一般在如图所示的蓝色直角三角形中由勾股定理来算，下面先求，
圆心到直线的距离，
所以弦长.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8c0b/8c0bda19fd29eaede53669cc1896a81e_6179.jpg]
[变式](2022.天津卷)若直线与圆相交所得的弦长为，则___________
答案：2
解析：涉及圆的弦长，先算，
如图，圆心为，半径，
所以直线与圆相交所得弦长，由题意，，
解得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8c0b/8c0bda19fd29eaede53669cc1896a81e_3363.jpg]
[反思]从例3和它的变式可以看出，求弦长基本都会转化到点到直线的距离上来.
类型：由直线与圆的位置关系求参数范围
[例4]直线与函数的图象有2个公共点，则的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：所给函数带根号，先通过平方去根号，直线过定点，要分析交点情况，可画图找临界状态，如图，当直线从(不可取)绕点逆时针旋转至(可取)的过程中，能与半圆有2个交点，下面求解临界状态，与半圆相切，结合图形可知其斜率经过和，其斜率；直线在旋转过程中不经过竖直线，故其斜率的变化范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/3041/304159c36da0142325eba23e96cee4f6_2108.jpg]
[反思](1)解析几何中出现根式，可尝试通过平方变形成圆、椭圆等二次曲线，由于根号的范围限制，曲线往往只能取一半；(2)另外，若题目改为方程有2个实数根，求的范围，也可以数形结合，转化为本题的公共点问题.

第3节圆的切线有关的计算(★★☆)
内容提要
1.求圆过点的切线：
(1)若点在圆上，如图1，可由找到切线的斜率(斜率可能不存在，此时切线即为)，结合点可求得切线方程.
(2)若点在圆外，如图2，可设切线斜率为(需先考虑斜率不存在的情况)，结合点写出切线的方程，并由圆心到直线的距离来解.
2.计算切线长：如图2，切线长.
3.计算切点弦方程：如图3，点在圆外，是两条切线，是切点，则，所以四点都在以为直径的圆上(如图4)，恰好为该圆与圆的公共弦，故可由两圆的方程作差求得直线的方程.
4.切线和切点弦方程的结论：设点，将圆的标准方程变成，或在圆的一般式方程中，用替换，用替换，用替换，用替换，可以得到一个新方程，当在圆上时，如图1，该方程表示切线；当在圆外时，如图3，该方程表示切点弦所在直线的方程.
5.如图3，四边形的面积.
[image: ]
类型I：求圆的切线方程
[例1]圆过点的切线方程为___________
答案：
解法1：先看点在圆上还是圆外，在圆上，故可由切线来算切线斜率，
如图，切线的斜率为，
所以切线方程为，整理得：.
解法2：按解法1判断出点在圆上后，也可直接用内容提要第4点的结论来写切线的方程，
所求切线的方程为，整理得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/afa2/afa2710c3da0fac7fb4f7071f8dd0057_7489.jpg]
[变式]过作与圆相切的直线，则的方程为___________
答案：或
解析：圆心为，半径，
如图，在圆外，求切线可设斜率，并由求解斜率，先考虑斜率不存在的情况，
当轴时，其方程是，满足与圆相切；
当不与轴垂直时，设其方程为，即(1)，
圆心到直线的距离，
若与圆相切，则，即，解得：，
代入(1)整理得：；
综上所述，的方程为或.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/afa2/afa2710c3da0fac7fb4f7071f8dd0057_1047.jpg]
类型Ⅱ：切线长有关计算
[例2]已知圆，过点作直线与圆相切于点，则___________
答案：
解析：如图，切线长可在中由勾股定理计算，先求，
.
[image: ]
[变式1]已知直线和圆，过上的动点作圆的切线为切点，则的最小值为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：如图，(1)，
要使最小，只需最小，
而的最小值即为点到直线的距离，
所以，
代入(1)得.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7419/7419d07c23b45b0b248c328106603537_1224.jpg]
[变式2](2021-新高考卷)(多选)已知点在圆上，点，则(    )
A.点到直线的距离小于10
B.点到直线的距离大于2
C.当最小时，
D.当最大时，
答案：
解析：要判断选项，可直接画图来分析点到直线距离的取值范围，先求直线的方程，由题意，直线的方程为(截距式)，整理得：，
如图1，点到直线的距离的最大、最小值分别在处取得，其中，因为圆心到的距离为，半径，所以，故，因为，所以A项正确，B项错误；
对于选项，如图2，当最小时，位于处，当最大时，位于处，
其中和均与圆相切，且，
它们都是切线长，可先求，再由勾股定理求它们，因为，
所以，
故C项和D项均正确.
[image: ]
[反思]从例2及两个变式可以看出，算切线长，关键是算圆外的点与圆心的距离.
类型Ⅲ：切点弦相关计算
[例3]过点作圆的两条切线，切点分别为，则直线的方程为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解法1：切点弦的方程，可按两圆的公共弦来算，如图，由题意，，所以四点都在以为直径的圆上，
又，所以中点为，
故以为直径的圆的方程为，
与圆的方程作差整理得直线的方程为.
解法2：也可用内容提要第4点的结论，
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/2aec/2aece8d0fedfa97891d087a809700474_8283.jpg]
直线的方程为，整理得：.
[变式1]已知圆，过原点作圆的两条切线，切点分别为，则___________
答案：
解析：如图，可先用结论求出切点弦的方程，按直线被圆截得的弦长来算，由题意，切点弦的方程为，整理得：，圆心到直线的距离，
所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/2aec/2aece8d0fedfa97891d087a809700474_6637.jpg]
[变式2](多选)已知圆，直线，点在直线上运动，直线分别与圆相切于点和，则(    )
A.四边形的面积的最小值为
B.最短时，直线的方程为
C.最短时，
D.直线过定点
答案：
解析：项，如图，，设四边形的面积为，
则是切线长，可在中用勾股定理转化为来算，又，所以(1)，故当最小时，也最小，由图可知当时，最小，故，代入(1)得，故项正确；项，由知最短时，也最短，此时，
可由此求得的方程，与联立求出的坐标，直线的斜率为1，所以的斜率为-1，结合可得的方程为，即，联立解得：，故，求出了点，就可由切点弦结论写出直线的方程，直线的方程为，整理得：，故B项错误；项，最短时，的方程是可按直线被圆截得的弦长来算，先求，圆心到直线的距离，所以，故项正确；项，要找直线过的定点，得求的方程，可先设的坐标，用切点弦结论来写的方程，，点在直线上，故可设，则由切点弦结论，直线的方程为，
整理得：，令解得：，所以直线过定点，故D项正确.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/6888/6888bb63b132d8ec8ef5c17bacd1d2e6_8141.jpg]
[反思]切点弦的结论在选填题中用起来很方便，但例3解法1给出的推导方法，也需要掌握.若遇到解答题，则需用该方法来求切点弦方程.

第4节圆与圆的位置关系(★★☆)
内容提要
1.设圆和圆的半径分别为，则两圆的位置关系的判断方法如下表：
	位置关系
	图形
	判断依据
	交点个数
	公切线条数

	相离
	[image: ]
	
	无交点
	4条

	外切
	[image: ]
	
	1个
	3条

	相交
	[image: ]
	
	2个
	2条

	内切
	[image: ]
	
	1个
	1条

	内含
	[image: ]
	
	无交点
	无公切线


2.公共弦方程：当两圆相交时，它们的公共弦所在直线的方程可用两圆的方程作差消去平方项获得.
类型I：圆与圆的位置关系
[例1]圆与圆的位置关系是
A.内切
B.相交
C.外切
D.内含
答案：
解析：判断圆与圆的位置关系，只需计算圆心距，并与半径的和差比较，圆的圆心为，半径，圆的圆心为原点，半径，所以圆心距，故两圆内切，如图.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/298e/298e68644c9745ecc5f6ca6bff9cf224_4301.jpg]
[变式1]若圆与圆相交，则正实数的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：两圆相交等价于，故先计算，由题意，，所以，因为两圆相交，所以，结合解得：.
[变式2]已知圆与圆有且仅有一个公共点，则实数的值为(    )
A.14
B.34
C.14或45
D.34或14
答案：D
解析：两圆有且仅有1个公共点，有外切和内切两种情况，故分别考虑，由题意，，所以，若两圆外切，则，即，解得：；若两圆内切，则，即，所以，解得：；
综上所述，实数的值为34或14.
类型Ⅱ：两圆公切线有关问题
[例2]两圆与的公切线的条数为
A.1
B.2
C.3
D.4
答案：C
解析：两圆公切线的条数与两圆的位置关系有关，故先判断两圆的位置关系，
由题意，，所以，故两圆外切，有3条公切线，如图.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/e7c6/e7c6142d61cacbb6cfca6508838e0aa9_7595.jpg]
[反思]判断圆与圆公切线的条数，本质就是判断两圆的位置关系.
[变式1]若圆和圆没有公切线，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：公切线条数可翻译成两圆的位置关系，因为圆和没有公切线，所以两圆内含，
于是由来求的范围，，
所以，故即为，解得：.
[变式2]已知圆与圆只有一条公切线，若且，则的最小值为___________
答案：9
解析：要求的最小值，得先寻找和的关系，可将公切线条数翻译成两圆的位置关系，由题意，，所以，
因为和有1条公切线，所以两圆内切，故，即，所以，
在此基础上要求的最小值，可使用“1的代换”来凑成积为定值，由均值不等式求最小值，，
当且仅当，即时等号成立，所以的最小值为9.
[例3](2022新高考卷)写出与圆和都相切的一条直线的方程___________
答案：(答案不唯一，也可填，或)
解析：两个圆如图，它们的半径分别为1和4，圆心分别为原点和，
所以圆心距，从而两圆外切，故两圆共有三条公切线，
如图中的，求公切线可设斜率，先考虑斜率不存在的情况，
结合图象显然可得是其公切线，本题只需填一条公切线，做到这里已经可以结束了，
但我们把另外两条公切线也求一下，若公切线的斜率存在，则可设其方程为，
即(1)，因为该直线与两圆都相切，所以(2)，，
故，所以或，
整理得：或，若，代入(2)解得：，所以，
代入(1)整理得：；若，代入(2)解得：，所以，
代入(1)整理得：；
综上所述，与两圆都相切的直线有，任选其一填入空格即可.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/efd7/efd7abf0bd36fc5fd9b972dd15a41f08_4926.jpg]
[反思]求两圆公切线方程的步骤：(1)判断两圆的位置关系，确定公切线条数；(2)设公切线方程为(要讨论斜率不存在的情形)；(3)利用两圆圆心到公切线的距离等于各自半径，建立方程组求和.
类型Ⅲ：公共弦相关问题
[例4]圆和圆交于两点，则直线的方程为___________
答案：
解析：，
联立
用(1)-(2)可得：，整理得公共弦的方程为.
[反思]当两圆相交时，直接用两圆的方程作差，消去和，化简即得两圆公共弦所在直线的方程；上一节的切点弦，实际上也可以看成两圆的公共弦.
[变式]若圆与圆相交，且公共弦长为，则___________
答案：
解析：如图，把公共弦看成直线被圆截得的弦，可用弦长公式来算，先求的方程，用两圆方程作差整理得直线的方程为，点到直线的距离，所以公共弦长，解得：，经检验，均满足所给两圆相交. 
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/efd7/efd7abf0bd36fc5fd9b972dd15a41f08_8532.jpg]
[反思]计算两圆的公共弦长，可先求公共弦所在直线的方程，再按直线被其中一个圆截得的弦长来算.

第5节圆中最值问题(★★★)
内容提要
圆中的最值问题一般有两种处理方法：几何法、代数法.
1.几何法：五个基本模型(下述均为圆的半径)
(1)模型1：如图1，为圆外一定点，为圆上的动点，则，当分别位于图中和处时，左右两边分别取等号.
(2)模型2：如图2，为圆内一定点，为圆上的动点，则，所以，故，当分别位于图中和处时，左右两边分别取等号.
(3)模型3：如图3，设直线与圆相离，圆心到直线的距离为，则圆上动点到直线的距离的取值范围为，其中和分别在图中的处取得.
(4)模型4：如图4，设直线与圆相交，圆心到直线的距离为，则圆上动点到直线的距离的最大值在处取得，且最大值为.
(5)模型5：如图5，过圆内一定点作圆的弦，则最长的弦为圆的直径，那最短的弦呢？我们知道弦长，所以要使最小，则需最大，此时的弦应与垂直，如图中的，因为若弦不与垂直，如图中的，则圆心到弦的距离是图中阴影三角形的一条直角边，必定小于斜边，而对于弦，圆心到它的距离即为，所以当弦垂直于时，最大，弦长最小.
[image: ]
2.代数法：设圆，可将其方程变形成，在三角函数那部分，我们知道，所以可据此进行三角换元，令，从而，故对于圆上的动点，可将其坐标设为)(这种设法中的几何意义可参考下图)，将求最值的目标表示成关于的三角函数，借助三角函数求最值.
[image: ]
类型I：圆上动点与定点距离的最值问题
[例1]设为圆上的动点，为原点，则的取值范围为___________
答案：
解析：如图，原点在圆外，属内容提要中的模型1，的最小值在处取得，最大值在处取得，由题意，，圆的半径，
所以，从而，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eb38/eb385c998cbf9727857d4c1d88345d45_8489.jpg]
[变式](2020-北京卷)已知半径为1的圆经过点，则其圆心到原点的距离的最小值为(    )
A.4
B.5
C.6
D.7
答案：A
解析：本题圆心是动点，先求出圆心的运动轨迹，设圆心为，记，由题意，，所以，
故圆心可在以为圆心，1为半径的圆上运动，
原点在该圆外，属内容提要中的模型最小的情形如图所示，
因为，所以圆心到原点距离的最小值为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eb38/eb385c998cbf9727857d4c1d88345d45_6485.jpg]
类型Ⅱ：圆上动点与直线的距离最值问题
[例2]若为圆上的动点，则点到直线的距离的取值范围为___________
答案：
解析：如图，直线与圆相离，属内容提要中的模型3，到距离最小最大的情形如图中，圆心到直线的距离，所以点到直线的距离的取值范围为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/eb38/eb385c998cbf9727857d4c1d88345d45_3980.jpg]
[变式1](2018.新课标Ⅲ卷)直线分别与轴，轴交于两点，点在圆上，则的面积的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：在中令得，令得，所以，故，记的边上的高为，则，下面先分析的范围，如图，直线与圆相离，属内容提要中的模型3，圆心到直线的距离，当在圆上运动时，有，所以，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/c44f/c44ff56b5411034344ecb4a955571a56_9147.jpg]
[反思]本题也可设点的坐标为，用三角的方法来求的取值范围，不妨试试.
[变式2]设为圆上的动点，为直线上的动点，则的最小值为___________
答案：
解析：如图，对于圆上任意的点在上运动，总有当时，最小，
所以问题等价于求点到直线距离的最小值，直线与圆相离，可按内容提要中的模型3处理，
圆心到直线的距离.
[变式3]设点是函数图象上任意一点，点，则的最小值为___________
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：直接代两点间距离公式较复杂，于是画图来看，所给函数解析式有根号，先平方去根号，
，
所以点在如图所示的半圆上运动，点的坐标含参，是动点，
先消去参数看看点的运动轨迹，设，则，
由(2)得，代入(1)整理得：，所以是直线上的动点，
对半圆上任意的点在上运动，总有当时，最小，故可按内容提要的模型3处理，
如图，点到直线的距离，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/c44f/c44ff56b5411034344ecb4a955571a56_3663.jpg]
[反思]当点的坐标含参时，例如，则可设，由消去参数得到关于和的方程，从而找到点的运动轨迹.
类型Ⅲ：圆内过定点的弦长最值
[例3](2020-新课标卷)设圆，过点的直线被该圆截得的弦的长度的最小值为(    )
A.1
B.2
C.3
D.4
答案：B
解析：，所以圆心为，半径，记，过点的弦为，因为，所以点在圆内，故可按内容提要中的模型5处理，如图，当弦时，最小，因为，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/dc64/dc642624478cc98fabb3f0605a8a8deb_5031.jpg]
[变式]若直线与圆交于两点，则的面积的最大值为(    )
A.4
B.8
C.
D.
答案：C
解析：，所以圆心为，半径，直线含参，先看看是否过定点，直线过定点，如图，可用和点到直线的距离求的面积，而与有关，故面积可用表示，因为，所以(1)，于是得先求的范围，的最小值显然为0，最大值呢，根据内容提要模型5，应在时取得，因为，所以，从式(1)来看，只需把换元成，就可将根号内化为二次函数求区间最值，令，则，且，函数在上↗，所以，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/dc64/dc642624478cc98fabb3f0605a8a8deb_6185.jpg]
[反思]圆中涉及弦长、面积等相关的范围问题都可以考虑转化成圆心到直线的距离的范围来处理.
类型Ⅳ：三角换元求最值
[例4]已知圆，点是圆上一点.
(1)的取值范围是；(2)的最小值是
答案：(1)；(2)1
解析：(1)点在圆上运动，可将的坐标设为三角形式，转化为三角函数求最值或范围，设，则，由得.
(2)由(1)可得，
因为，所以当时，取得最小值1.
[反思]涉及圆上动点的最值问题，可考虑用三角换元将求最值的目标表示成关于的三角函数来分析.

第6节隐圆问题(★★★)
内容提要
本节归纳高考中几类常见的隐圆问题：
1.定长对定点：平面上到定点的距离等于定长的点的轨迹是圆，如图1.
2.定长对定角：
(1)平面上过两定点和的直线互相垂直，则它们交点的轨迹为圆，如图2.
(2)平面上与两定点和所成视角为固定锐角或铼角的点的轨迹为一段圆弧，如图3.
3.定长对定比(阿氏圆)：设和是平面内两定点，若点满足且，
则点的轨迹是圆，该圆被称为阿氏圆，如图4.
[image: ]
类型I：定长对定点
[例1]如果圆上存在两个点到原点的距离为2，则正实数的取值范围是___________
答案：
解析：到原点的距离为2的点在圆上，故问题等价于圆和圆有两个交点，由题意，圆的圆心为，半径，圆的半径，所以，两圆相交，结合可解得：.
[变式]过圆外一点作圆的两条切线，切点分别为和，若，则点到直线的距离的最小值为___________
答案：
解析：先分析点的运动轨迹，的大小由决定，故可由求得，如图，是等腰直角三角形，所以，注意到是定点，所以点的轨迹是以为圆心，为半径的圆，如图，接下来就是圆上动点到定直线距离的最值问题了，先求圆心到直线的距离，，直线与点所在的圆相离，图中点即为所求距离最小的情形，所以点到直线的距离的最小值为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/9d90/9d90f52da8823220b1f618ec104814dd_7582.jpg]
[反思]从上面两道题可以看出，动点与定点之间的距离为定值这种条件隐含了点的轨迹是圆，在诸多问题中，发现这一特征，往往是解题的关键.
类型Ⅱ：定长对定角
[例2]已知点，动点满足，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：是定点，由可知点的轨迹是以为直径的圆，先求出该圆，由题意，点在圆上(不含两点)，如图，点在圆外，的最大、最小值分别在处取得，因为，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/e274/e2741872a38171315d36593a0f6c5536_4299.jpg]
[变式1]已知点，其中，若圆上存在点，使，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：隐含了点的轨迹是圆，先把该圆找到，因为，所以点在以为直径的圆上，该圆的圆心为原点，半径，点也在圆上，于是两圆应有交点，如图，可根据圆与圆的位置关系来求的范围，由题意，圆的圆心为，半径，所以，两圆有交点，所以，结合解得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/e274/e2741872a38171315d36593a0f6c5536_8495.jpg]
[变式2]已知不同时为0，过点作直线的垂线，垂足为为原点，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：直线含参，先看看它是否过定点，
，
令可得：，所以直线过定点，
如图，，垂足为，
所以点的轨迹是以为直径的圆，圆心为，半径，
接下来就是圆外定点与圆上动点距离的范围问题了，最小的情形如图，
最大时为图中的，因为，
所以图中，
故的取值范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/e274/e2741872a38171315d36593a0f6c5536_6190.jpg]
[反思]从例2和两个变式可以看出，涉及过两定点的两动直线互相垂直时，它们的交点的轨迹是圆.
类型Ⅲ：定长对定比(阿氏圆)
[例3]若点到的距离之比为，则点到直线的距离的最
小值为___________
答案：
解析：要求目标，需找的轨迹，可设的坐标，利用两点距离公式翻译距离之比的条件，
设，则由可得，整理得：，
所以点在圆心为，半径的圆上，圆心到直线的距离，
直线与圆相离，图中的点即为到距离最小的情形，故所求距离的最小值为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/2ee7/2ee757768319d77021ab0746ae2f8918_9782.jpg]

模块3椭圆与方程
第1节椭圆的定义、标准方程及简单几何性质(★★)
内容提要
1.椭圆定义：设是平面上的两个定点，若平面内的点满足，则点的轨迹是以为焦点的椭圆.
2.椭圆的简单几何性质：
	标准方程
	
	

	焦点坐标
	
	

	焦距
	，且

	图形
	[image: ]
	[image: ]

	范围
	
	

	对称性
	关于轴、轴、原点对称

	顶点坐标
	左、右顶点：
上、下顶点：
	左、右顶点：
上、下顶点：

	长轴长
	，其中叫做长半轴长

	短轴长
	，其中叫做短半轴长

	离心率
	


3.通径：经过椭圆焦点且垂直于长轴的弦叫做通径(如图中两条蓝色的线段)，其长度为.
[image: ]
类型I：椭圆定义的运用
[例1]椭圆的焦点为，点在椭圆上，若，则的大小为___________的周长为；若延长交椭圆于，则___________
答案：
解析：椭圆中给出，可由定义求，由题意，，
因为，且，所以；
要求，可先求，在中由余弦定理推论求，
如图，，
所以，故
的周长为；
由椭圆的对称性，是中点，而也是的中点，所以四边形为平行四边形，
从而，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/5634/5634171331ff18d296c387a43f1faffb_8283.jpg]
[变式1](2021-新高考卷)已知是椭圆的两个焦点，点在上，则的最大值为(    )
A.13
B.12
C.9
D.6
答案：C
解析：由椭圆定义，与的和为定值，故可用不等式来求积的最大值，
由题意，，所以，故，
当且仅当时取等号，所以的最大值为9.
[反思]涉及椭圆上的点到两焦点距离的问题，可优先往椭圆定义上思考.
[变式2]已知椭圆的左、右焦点分别为为椭圆上的动点，则的最小值为___________
答案：-2
解析：如图，在椭圆外，不易直接分析的最小值，可考虑用椭圆定义将换成来看，由题意，，所以，故(1)，由三角形两边之和大于第三边知，结合(1)得：(2)，当且仅当点位于图中处时取等号，椭圆的半焦距，所以，又，所以，代入(2)知，故的最小值为-2.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/5634/5634171331ff18d296c387a43f1faffb_8915.jpg]
[反思]涉及椭圆上的点到一个焦点的距离的最值问题，若不易直接求解，则可考虑用椭圆定义，转化到另一个焦点去分析.
类型Ⅱ：椭圆的标准方程与简单几何性质
[例2]椭圆的中心在原点，焦点在轴上，离心率，且过点，则椭圆的方程为___________
答案：
解析：由题意，可设椭圆的方程为，已知离心率，可找到的比例关系，将变量归一化，
由题意，，所以，故椭圆的方程为，最后求，将已知的点代入即可，椭圆过点，解得：，所以椭圆的方程为.
[变式1]若方程表示焦点在轴上的椭圆，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：先将椭圆化为标准方程，再比较分母，，因为椭圆焦点在轴上，所以，解得：.
[反思]对于椭圆，若焦点在轴上，则在其标准方程中，的分母大；若焦点在轴上，则的分母大.
[变式2](2022.全国甲卷)已知椭圆的离心率为分别为的左、右顶点，为的上顶点，若，则的方程为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：已知离心率，可找到的比例关系，将变量归一化，由题意，离心率，所以，如图，，所以，从而，因为，所以，从而，故，所以的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/51ec/51ec1eb4e2f9c3a25cfc7261d58ab9ea_4691.jpg]

第2节椭圆的焦点三角形相关问题(★★★)
内容提要
椭圆上一点与两焦点形成的三角形称为焦点三角形，焦点三角形问题常用椭圆的定义求解，但除定义外，可能还需结合图形(如等腰、等边、直角三角形，矩形，平行四边形等)的几何性质才能求解问题，因此本节将归纳高考中椭圆常见的图形和几何条件的处理思路.
类型I：焦点三角形中的特殊图形
[例1]设为椭圆的两个焦点，为椭圆上一点，为直角三角形，且，则的值为___________
答案：2或
解析：焦点三角形问题优先考虑结合椭圆的定义求解，先给出椭圆的，由题意，，设，则(1)，是直角三角形，可用勾股定理稆译，但需讨论谁是直角顶点，有图1和图2两种情况，若为图1，则(2)，联立(1)(2)结合可解得：，所以；若为图2，则，即(3)，联立(1)(3)解得：，故.
[image: ]
[反思]解析几何小题中对直角的常见翻译方法有：(1)勾股定理；(2)斜率之积为-1；(3)向量数量积等于0；(4)斜边上的中线等于斜边的一半等.选择合适的方法前应先预判计算量.
[变式]已知椭圆的左、右焦点分别为为椭圆上一点，为原点，若，且，则椭圆的离心率为___________
答案：
解析：椭圆的离心率，故只需分析的三边比值，就可求得离心率，
题干的向量关系式可化简，先化简，，所以，故，
接下来只需结合即可分析的三边比值，不妨设，则，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/65d0/65d02ab6923200664ab65fd7c83903d3_1516.jpg]
[反思]椭圆焦点三角形已知(或可求得)三边比值求离心率，用公式来算.
[例2]已知为椭圆的两个焦点，过原点的直线交椭圆于两点，且，则四边形的面积为___________
答案：8
解析：要求四边形的面积，先分析它的形状，由题意，既是中点，也是中点，所以四边形是平行四边形，又，所以四边形是矩形，故，如图，先求的面积，只需求，可结合定义，并用勾股定理翻译即可，由题意，，
记，则
由(2)得：(3)，
将(1)代入(3)可得：，所以，从而，
故.
[反思]当题目出现过原点的直线与椭圆交于两点时，就隐含了四边形是平行四边形，若还满足对角线长度相等或某个顶角为，则为矩形.
类型Ⅱ：定义与中点相关
[例3]已知点在椭圆上，点与椭圆的焦点不重合，点关于椭圆的左、右焦点的对称点分别为和，若线段的中点总在椭圆上，且，则椭圆的离心率为___________
答案：
解析：先画图看看，如图，由题意，是中点，是中点，是中点，涉及中点，常考虑中位线，所以，故，
又在椭圆上，所以，从而，故，只需再把点代入椭圆，就可求得，又点在椭圆上，所以，
结合可得，所以椭圆的离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/65d0/65d02ab6923200664ab65fd7c83903d3_7288.jpg]
[反思]若条件中出现中点，尤其是涉及多个中点时，可考虑应用中位线的性质.
[变式]已知点在椭圆上，是椭圆的左焦点，线段的中点在圆上，记直线的斜率为，若，则椭圆的离心率的最小值为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：如图，记的中点为，右焦点为，题干给出的斜率，于是从图中来看怎么算，由图可知，注意到点在圆上，而，
所以该圆恰好是以为直径的圆，从而，故(1)，
于是只需计算和，就能建立不等式求离心率的最小值，
因为是的中点，且，所以是等腰三角形，，
又，所以，故，
，代入式(1)可得，
因为，所以，整理得：，
故椭圆离心率的最小值为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d9ea/d9ea0d862ec1a97f83ce24d1d80272c0_2945.jpg]
[反思]中点除了可用于构造中位线之外，利用中线垂直于底边反推等腰三角形也是一种用法.
类型Ⅲ：定义与解三角形相关
[例4]已知椭圆的左、右焦点分别为为上的一点，且，则椭圆的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：看到和，想到椭圆定义，由题意，，
所以，
题干还给了，可在中用余弦定理建立方程求离心率，如图，由余弦定理，
，所以，
整理得：，故离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d9ea/d9ea0d862ec1a97f83ce24d1d80272c0_2179.jpg]
[变式]已知为椭圆的左、右焦点，椭圆的离心率为为椭圆上的一动点，则的最大值为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A解析：已知离心率，可找到的比值关系，，所以，要求的最大值，只需求的最小值，可在中用余弦定理推论来算，设，则(1)，
又，所以，结合式(1)知接下来应对分子配方，故，当且仅当时取等号，此时如图2，所以，
又，所以的最大值为.
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总结
(1)椭圆中涉及角度，常用余弦定理处理；(2)最大张角结论：当在椭圆上运动时，的最大值必定在短轴端点处取得，如变式图2.
类型：定义与综合几何性质
[例5](2019新课标I卷)已知椭圆的焦点为，过的直线与交于、两点，若，则的方程为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解法1：都在椭圆上，先利用椭圆的定义和已知的线段长度关系来研究有关线段的长，设椭圆，设，则，
，故为短轴端点，到此可写出的坐标，而对于这种条件，常通过构造相似三角形，将料边之比转化为直角边之比，进而写出点的坐标，如图，，作轴于点，，则，所以，从而，故，代入解得：，故，所以椭圆的方程为.
解法2：得到的过程同解法1，于是，接下来也可利用和互补，在和中分别计算它们的余弦，建立方程求，在中，，
在中，，由图可知，
所以，即，从而，
故，所以椭圆的方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/9b1f/9b1fee56dd8d7fe6a92bafc859fbe4da_9963.jpg]
[反思]当解析几何中出现共线线段比例式的时候，可以考虑利用相似化斜边比例为直角边比例，也可以利用解三角形中学过的双余弦法构造方程.
[例6]椭圆的左、右焦点分别为，过作倾斜角为的直线交椭圆于点(在轴上方)，连接，再作的角平分线，点在上的投影为点为原点，则(    )
A.1
B.
C.
D.
答案：D
解析：由题意，，所以，如图，倾斜角为这个条件怎么用？若用来写出直线的方程，并与椭圆联立求的坐标，则计算量大，可考虑在中用定义，结合余弦定理来分析和的长，设，由椭圆定义，，所以，在中，由余弦定理，，所以，解得：，所以，注意到是角平分线，且，于是联想到等腰三角形三线合一，故构造一个等腰三角形，延长和交于点，则既是角平分线，又是垂线，所以，且是中点，又是的中点，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/9b1f/9b1fee56dd8d7fe6a92bafc859fbe4da_4226.jpg]
[反思]遇到角平分线+垂线的情况，可考虑构造等腰三角形.
[例7]若是椭圆上一点，是椭圆的两个焦点，且的内切圆半径为1，当在第一象限时，点的纵坐标为___________
答案：
解析：由题意，，对于，已知内切圆半径，可联想到用公式(证明过程见本题反思)求其面积，的周长，所以(1)，
我们也可用点的纵坐标和来算的面积，从而建立方程求解点的纵坐标，
另一方面，，结合式(1)可得，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/9b1f/9b1fee56dd8d7fe6a92bafc859fbe4da_8386.jpg]
[反思]解析几何中涉及内切圆，常见的思考方向有：
(1)用公式进行面积与半径的转化，此公式的推导如图1，；
(2)切线长对应相等，如图1中；
(3)用角平分线性质定理，如图2，由和分别为和的平分线知.
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第3节椭圆中的设点设线方法(★★★)
内容提要
1.若点在椭圆上运动，由此而产生的求最值(求范围)问题，设动点的坐标并用它表示求最值的目标量是常用解法之一，动点的设法主要有两种：
(1)设，用该坐标表示的目标量往往有和两个变量，可利用在椭圆上(即来消元化单变量函数分析最值(范围).
(2)利用进行三角换元，可令，则，于是可设，将求最值的目标量表示成关于的三角函数，再分析最值(范围).
2.设直线与椭圆交于两点，由此产生的诸多问题中，需要将直线与椭圆的方程联立，但联立后我们往往不去解方程组，求交点的坐标，而是消去或整理得出关于(或)的一元二次方程，结合韦达定理来计算一些目标量，如数量积、弦长、面积等.
类型I：设点求最值方法
[例1]已知椭圆的离心率为椭圆上的一个动点，，则的最大值为(    )
A.
B.2
C.
D.3
答案：C
解法1：由题意，椭圆的离心率，解得：，椭圆的方程为，
可用两点间的距离公式来算，于是设的坐标，设，则(1)，
有两个变量，可结合椭圆方程消元，只有平方项，所以消，
因为点在椭圆上，所以，故，
代入(1)整理得：，其中，
所以当时，取得最大值.
解法2：求的过程同解法1，接下来也可将点的坐标设为三角的形式，
设，则(1)，
要求式(1)的最大值，可用化同名，
，
所以当时，取得最大值.
[反思]椭圆上动点到定点的距离最值问题，一般有两种做法：
(1)设动点的坐标为，利用椭圆方程消去目标式中的只含平方项的变量，再求最值；
(2)将动点设为三角形式，运用三角函数的方法求最值.
[变式](2021-全国乙卷)设是椭圆的上顶点，若上的任意一点都满足，则椭圆的离心率的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：C
解法1：恒成立，即，所以先分析的最大值，可设点的坐标，
由题意，，设，则(1)，有两个变量，可利用椭圆的方程消元，因为点在椭圆上，所以，故，
代入(1)得：，
这个关于的二次函数含参，直接求最值的话，需讨论区间与对称轴的位置关系，较麻烦，但若注意到中的恰好是短轴长，使等于的点容易找到，则可简化分析过程，当为椭圆下顶点时，，结合恒成立知的最大值在下顶点处取得，
即当时，取得最大值，
可由此约束对称轴与区间的位置关系，建立不等式求离心率的范围，
上述关于的二次函数的对称轴为，如图1，应有，
所以，故，结合可得.
解法2：也可将点的坐标设为三角形式，来分析的最值，设，则，为了统一函数名，将换成，所以，只需将换元成，即可转化成二次函数分析最值，接下来的求解过程和解法1类似，令，则，因为，且当为下顶点时，，此时，即，
所以上述关于的二次函数应在处取得最大值，可由此约束对称轴与区间的位置关系，建立不等式求离心率的范围，如图2，应有，所以，故，结合可得.
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[例2]已知点在直线上，点在椭圆上，则的最小值是___________
答案：
解法1：如图1，若固定，则无论点在何处，总有当时，最小，故只需求点到直线的距离的最小值，点在椭圆上运动，可将其坐标设为三角形式，设，则点到直线的距离，所以当时，取得最小值，故.
解法2：也可从图形来看最值在何处取，如图2，将上移至恰好与椭圆相切的位置，则该切点到直线的距离即为的最小值，可先求出该切线的方程，用平行线间的距离公式算答案，
设图2中，联立消去整理得：，
因为与椭圆相切，所以判别式，解得：，
由图可知在轴上的截距，所以，从而，故.
[image: ]
[反思](1)和例1及其变式不同，本题若将的坐标设为，则和都有一次项，利用椭圆方程消元不易，故而舍弃这种设法；(2)注意：有的题目条件较为隐蔽，要学会翻译，例如本题不给的方程，换成给出的坐标为，也要发现点在直线上.
[例3]已知是椭圆的两个焦点，是椭圆上任意一点，则的取值范围是___________
答案：
解析：设点的坐标，即可表示，设，由题意，，所以，故(1)，有两个变量，且都为平方项，可利用椭圆方程来消元，
因为点在椭圆上，所以，故，代入(1)整理得：，因为，所以，故.
[反思]本题也可设三角形式的坐标，请自行尝试.
总结
从类型的这些题可以看出，涉及与椭圆上的动点有关的量(如距离、数量积等)的最值，都可设出动点坐标求解，具体设为，还是三角形式的坐标，因题而异.
类型Ⅱ：设直线，联立，韦达
[例4]过椭圆的左焦点的直线与椭圆交于两点，若线段的中垂线与轴、轴各有唯一公共点，则的取值范围是___________
答案：
解析：如图，要求的范围，得求出的坐标，于是应先求中垂线的方程，可设直线的方程，与椭圆联立，结合韦达定理来求，直线过轴上的定点，常设横截式方程，由题意，，直线不与坐标轴垂直，可设其方程为，设，联立消去整理得：，判别式，由韦达定理，，求中垂线要用中点坐标，还得算，可用在上来算，，故中点为，
所以的中垂线方程为，整理得：，
令可得：，所以，
故，
因为，所以，从而，故，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8ece/8ece3a635d761d18d4e98f5e9a481db0_3553.jpg]
[反思](1)涉及直线与椭圆交于两点，常设直线方程和交点坐标，把直线与椭圆联立消去或，得到一个一元二次方程，但很多时候我们并不去解此方程，而总结合韦达定理来计算有关的量，这种设而不求思想的应用非常广泛；(2)当直线过轴上的定点时，常设斜截式方程，但需注意考虑斜率不存在的情况：过轴上的定点时，常设横截式方程，但它不能表示垂直于轴的直线.
[例5]过点且斜率存在的直线与椭圆交于不同的两点，为坐标原点，若为锐角，则直线的斜率的取值范围是___________
答案：
解析：如图，不共线，故为锐角，可设的坐标来算，直线方程为，设，则，此时发现可把直线与椭圆联立，结合韦达定理来算，
联立消去整理得：，
判别式，解得：或(1)，
由韦达定理，，
算还要用到，可利用点在线上转化为和来算，，所以，解得：，结合(1)可得.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/519e/519e2764af53e974670f541ba6f1858e_1110.jpg]
[反思]在解析几何中，为锐角常翻译成为直角常翻译成为钝角常翻译成，然后代入坐标运算，但需注意考虑三点共线的情形.


第4节高考中椭圆常用的二级结论(★★★)
内容提要
解析几何中存在无数的二级结论，本节笑选出了一是要记住这些结论可适当缩短解题时间.
1.焦点三角形面积公式：如图1，设是椭圆上一点，分别是椭圆的左、右焦点，，则.
证明：一方面，的边上的高，所以；另一方面，记，则由椭圆定义，(1)，
在中，由余弦定理，，
所以(2)，
将式(1)代入式(2)可得：，所以，
故
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2.焦半径公式：设椭圆的左、右焦点分别为，点为椭圆上任意一点，则左焦半径，右焦半径，其中为椭圆的离心率.证明：，设，则(1)，因为点在椭圆上，所以，故，代入(1)得：，
因为，所以，故；同理可证.
3.基于椭圆第三定义的斜率积结论：如图2，设分别是椭圆的左、右顶点，是椭圆上不与重合的任意一点，则.
注：上述结论中是椭圆的左、右顶点，可将其推广为椭圆上关于原点对称的任意两点，如图3，只要直线的斜率都存在，就仍然满足，下面给出证明.
证明：设，则，所以(1)，因为点在椭圆上，所以，故，同理，所以，代入(1)得：；在上述条件中令，即得内容提要第3点的特殊情况下的结论.
4.中点弦斜率积结论：如图是椭圆的一条不与坐标轴垂直且不过原点的弦，为中点，则，此结论可用下面的点差法来证明.证明：设，因为都在椭圆上，所以，两式作差得：，整理得：(1)，注意到，所以式(1)即为.
[image: ]
注：中点弦结论和上面的第三定义斜率积结论的结果都是，这是巧合吗？不是，两者之间有必然的联系，如上面图5，设为关于原点的对称点，则也在该椭圆上，且为中点，结合为中点可得，所以，于是又回到了椭圆上的点与椭圆上关于原点对称的和的连线的斜率积.
类型I：焦点三角形面积
[例1]设是椭圆的两个焦点，点在椭圆上，，且的面积为，则___________
答案：2
解析：给出，直接代公式算焦点三角形面积，
因为，所以，由题意，，所以，故.
[变式]设是椭圆的左、右焦点，是椭圆在第一象限上的一点，且，则点的坐标为___________
答案：
解析：给出，可由焦点三角形面积公式来建立方程求点的纵坐标，由题意，，设，
则，所以，解得：，
又点在椭圆上，所以，从而，故点的坐标为.
[反思]从上面两道题可以看出，当题干给出时，可用(其中)来算焦点三角形的面积；由还可以建立顶角和之间的等量关系.
类型Ⅱ：焦半径公式
[例2]椭圆的左、右焦点分别为，椭圆上的一点满足，若在第一象限，则点的坐标为___________
答案：
解析：条件涉及焦半径和，要求坐标，可用焦半径公式，由题意，，设，则由焦半径公式，，因为，所以，解得：，代入椭圆方程结合可解得：，故点的坐标为.
[变式](2019.新课标Ⅲ卷)设为椭圆的两个焦点，为上一点且在第一象限，若为等腰三角形，则的坐标为___________
答案：
解法1：由题意，，椭圆的离心率，
题干给出为等腰三角形，应先判断谁是底，谁是腰，可通过比较三边的长来判断，
如图，点在第一象限，又，所以，
而，所以，故只能，
涉及焦半径，可用焦半径公式来求的坐标，
设，由焦半径公式，，所以，
又点在椭圆上，所以，结合可得：，故.
解法2：得出的过程同解法1，接下来也可用两点间距离来翻译，
由题意，，设，则
(1)还差一个方程，可把点代入椭圆方程来建立，
因为在椭圆上，所以(2)，
联立(1)(2)，结合解得：，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d813/d813723531d79bf26e1c016428809501_2314.jpg]
类型Ⅲ：第三定义、中点弦斜率积结论
[例3]已知椭圆，点为长轴的两个端点，若在椭圆上存在点使直线和的斜率之积，则椭圆的离心率的取值范围是___________
答案：
解析：看到，想到第三定义斜率积结论，由题意，，所以，从而，故，所以，又，所以.
[反思]椭圆中涉及两直线的斜率积，可考虑用斜率积结论.
[变式1](2022-全国甲卷)椭圆的左顶点为，点均在上，且关于轴对称，若直线的斜率之积为，则的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解法1：条件涉及斜率积，尝试用斜率积结论，如图，关于轴对称，不能直接用结论，但只需作其中一个关于轴的对称点，就可产生关于原点对称的两点，
设点关于轴的对称点为，则关于原点对称，且(1)，
由椭圆第三定义斜率积结论的推广知，将式(1)代入得：，故，
又，所以，故，整理得：，所以的离心率.
解法2：也可直接设点的坐标来算的斜率积，设，则，
由题意，，所以(1)，有两个变量，可用椭圆方程消元，
因为点在椭圆上，所以，故，
代入(1)得：，接下来同解法1.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/b793/b7936ad7d093c072c333d14fc0ec05ab_8487.jpg]
[变式2]已知是椭圆上关于原点对称的两点，是椭圆上的动点，直线的斜率分别为，若的最小值为1，则椭圆的离心率为___________
答案：
解析：看到椭圆上的关于原点对称，想到用斜率积结论建立和的关系，
由题意，，所以，当且仅当时取等号，
所以的最小值为，又的最小值为1，所以，
故，整理得：，所以椭圆的离心率.
[例4]直线与椭圆相交于两点，椭圆的两个焦点分别为，线段的中点为，则的面积为___________
答案：
解析：椭圆中涉及弦中点，想到中点弦斜率积结论，
如图，(1)，
，
代入(1)可得，所以，
从而，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7936/7936630476d98e13250891be3d8c39ee_7059.jpg]
[反思]在椭圆中，涉及弦中点的问题都可以考虑用中点弦斜率积结论来建立方程，求解需要的量.
[变式](2022-新高考Ⅱ卷)已知直线与椭圆在第一象限交于两点，与轴、轴分别相交于两点，且，则直线的方程为___________
答案：
解析：涉及直线与两条坐标轴的交点，不妨设直线的截距式方程，设，则，因为与椭圆的交点都在第一象限，所以，接下来建立方程组求和，先翻译，因为，所以(1)，这一条件怎么用？直接计算和比较困难，于是画图来看，如图，隐含了的中点也是的中点，涉及弦中点，可用中点弦斜率积结论，设中点为，则，所以，直线的斜率，由中点弦斜率积结论，，所以(2)，联立(1)(2)，结合可求得，所以直线的方程为，整理得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7936/7936630476d98e13250891be3d8c39ee_7276.jpg]
[反思]在高考中，弦中点除了直接给出之外，还可能隐含在长度相等、等腰、中垂线、外心等各种条件中，从这些条件中挖掘出弦中点，运用中点弦斜率积结论可以巧解问题.


模块4双曲线与方程
第1节双曲线的定义、标准方程及简单几何性质(★★)
内容提要
1.双曲线定义：设是平面内的两个定点，若平面内的点满足||，则点的轨迹是以为焦点的双曲线.
2.双曲线的标准方程及简单几何性质
	标准方程
	
	

	焦点坐标
	左焦点，右焦点
	上焦点，下焦点

	焦距
	，其中叫做半焦距，且

	图形
	≤或≥∈
	≤或≥，∈R

	范围
	[image: ]
	[image: ]

	对称性
	关于轴、轴、原点对称

	实轴端点(顶点)
	(±0)
	(0，±)

	虚轴端点
	(0，±)
	(±，0)

	实轴长
	2其中叫做实半轴长

	虚轴长
	2其中叫做虚半轴长

	渐近线
	
	

	离心率
	


3.双曲线通径公式：过焦点且与双曲线实轴垂直的弦叫做通径，通径长为.
[image: ]
类型I：双曲线定义的运用
[例1]双曲线的左、右焦点分别为，点在双曲线上，且，则___________
答案：2或10
解析：已知求用双曲线定义，需注意有绝对值，
由题意，，所以，故，结合可得或10.
[变式1]已知双曲线的左、右焦点分别为，过的直线与双曲线的右支交于两点，若，则的周长为___________
答案：12
解析：涉及双曲线上的点和左、右焦点，考虑双曲线的定义，如图，由双曲线定义，
，
两式相加得：，
结合可得，
所以的周长.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7fd3/7fd3adf2d5c6a4192ef8263a09032102_8255.jpg]
[变式2]双曲线的左焦点为为双曲线右支上一点，则的最小值为___________
答案：
解析：如图，直接分析的最小值不易，涉及，可考虑用定义转化到右焦点来分析，设双曲线的右焦点为，则，所以，故(1)，
由三角形两边之和大于第三边可得，
当且仅当与图中重合时取等号，
结合(1)可得，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7fd3/7fd3adf2d5c6a4192ef8263a09032102_1322.jpg]
[反思]可以发现，双曲线定义与椭圆运用思路类似，实际上大部分题目处理思路也相同，故要类比学习.
[例2](2020-浙江卷)已知点，设点满足，且为函数图象上的点，则___________
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：由可得点在以为焦点的双曲线的右支上，要求，需先求点，可联立方程求解，双曲线中和都是平方项，
于是把平方，由可得，整理得：，
设，联立解得：，所以.
类型Ⅱ：双曲线的标准方程及简单几何性质
[例3]若方程表示双曲线，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：双曲线标准方程中和的系数异号，所以，解得：或.
[反思]对于方程，若，则该方程表示椭圆；若，则该方程表示双曲线.
[例4]双曲线的实轴长是虚轴长的2倍，则___________
答案：
解析：先把双曲线化为标准方程，找到和，
所以，由题意，，故，即，所以.
[例5]已知双曲线，则的右焦点的坐标为；点到其渐近线的距离是___________
答案：
解析：由题意，，所以双曲线的右焦点的坐标为，渐近线方程为，即，故点到渐近线的距离.
[反思]无论焦点在哪个坐标轴上，双曲线的渐近线都有个统一的求法：把标准方程中的“1”换成“0”，反解出即得渐近线的方程.
[变式](2021新高考Ⅱ卷)若双曲线的离心率为2，则此双曲线的渐近线方程为___________
答案：
解析：由离心率可找到和的比例关系，再利用换算成和的关系即可，由题意，，所以，故，化简得：，所以渐近线方程为.
[反思]离心率和渐近线斜率由的比值决定，故在求它们的过程中，可对按比例赋值，不会影响结果.例如，本题也可由直接令，于是，也得出.
[例6]双曲线与双曲线有相同的渐近线，且过点，则双曲线的方程为___________
答案：
解析：不知道焦点在哪个坐标轴，讨论当然可以，但较为繁琑，可用共渐近线的双曲线的统一设法，设双曲线，因为双曲线过点，所以，解得：，故双曲线的方程为.
[反思]与双曲线共渐近线的双曲线可设为.


第2节双曲线的焦点三角形相关问题(★★★)
内容提要
双曲线的焦点三角形问题常用双曲线的定义求解，但除定义外，可能还需结合图形(如等腰、等边、直角三角形，矩形，平行四边形等)的几何性质才能求解问题，因此本节将归纳高考中双曲线常见的图形和几何条件的处理思路.
类型I：焦点三角形中的特殊图形
[例1]已知双曲线的左、右焦点分别为，点在双曲线上，且，则的面积为___________
答案：4
解析：涉及焦点三角形，考虑用双曲线的定义，如图，设，则(1)，上面得到的是长度关系，故用勾股定理翻译垂直，因为，所以(2)，对比(1)和(2)发现，可通过配方求得，面积就有了，由(2)知(3)，将式(11代入式(3)可得，所以，故.
[反思]解析几何小题中对直角的常见翻译方法有：(1)勾股定理；(2)斜率之积为-1；(3)向量数量积等于0；(4)斜边上的中线等于斜边的一半等.选择合适的方法前应先预判计算量.
[变式]设是双曲线的右焦点，过原点的直线与双曲线交于两点，且，且的周长为，则该双曲线的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：先分析图形，在双曲线中给出右焦点，一定要关注左焦点，如图，记左焦点为，由对称性，中点为，又的中点也是，所以四边形是平行四边形，结合知四边形是矩形，此时可将条件转移到中来，结合双曲线的定义处理，设，则，由四边形为矩形知，由题意，的周长，所以(1)，由双曲线定义，(2)，又，所以(3)，要求离心率，应消去和，建立和的关系式，将(1)和(2)平方相加可得，整理得：，代入(3)可得，故离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8b59/8b597f05d5b9be44093050900e977dad_4197.jpg]
[反思]似曾相识吧？没错，椭圆也是类似的处理方法，再一次说明了两者解题的共性.
类型Ⅱ：定义与中点相关
[例2]已知双曲线的左、右焦点分别为，过的直线交双曲线的右支于点，以双曲线的实轴为直径的圆与相切，切点为，若，则的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：如图，因为，所以为的中点，涉及中点，想到中位线，又原点为的中点，所以，且，求出了，又可用定义求，因为，所以，因为是圆的切线，所以，结合可得，于是可在中用勾股定理建立方程求离心率，所以，从而，整理得：，故离心率.
[反思]当出现中点时，可往中位线方向思考，而原点是的中点，常作为构造中位线的隐藏条件.
[变式]设双曲线的左焦点为为双曲线右支上的一点，且与圆相切于点为线段的中点，为原点，则___________
答案：1
解析：涉及双曲线的左焦点，我们把右焦点，也取出来，条件中有中点，想到构造中位线，
如图，为的中点，为的中点，所以(1)，再来看，可想办法转化到上，结合双曲线定义来算(2)，因为是圆的切线，所以，又，所以，代入(2)得：(3)，由(1)(3)可得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/3eb6/3eb63ffcfee7edac7986362d0dc4301c_4252.jpg]
类型Ⅲ：定义与解三角形相关
[例3](2021-全国甲卷)已知是双曲线的两个焦点，为上一点，且，则的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：涉及和，考虑双曲线定义，由题意，，所以，还剩这个条件没用，可在中由余弦定理建立方程求离心率，由余弦定理，，即，整理得：，所以的离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/3eb6/3eb63ffcfee7edac7986362d0dc4301c_3035.jpg]
[变式1]已知双曲线的左、右焦点分别为，过的直线交双曲线的右支于两点，且，则双曲线的离心率为
A.
B.
C.2
D.
答案：C
又，代入(1)可得，代入(2)可得，所以，对于这个条件，我们能想到用余弦定理建立方程求离心率，但若在中用，它的三边没有完全求出来，而三边均已知了，所以转化到中来用，因为，所以，故，由余弦定理，，即，整理得：，所以离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/a04b/a04bfc9e8174326695a83d6067fb40cc_1483.jpg]
[反思]从上面两道题可以看出，焦点三角形中的角度(非直角)类条件，常用余弦定理翻译成的方程，求离心率.
[变式2]双曲线的左、右焦点分别为，过点的直线与双曲线的右支交于两点，且，则的离心率为___________
答案：
解析：如图，涉及双曲线上的点和两个焦点，考虑结合定义求有关线段的长，由题意，，又，所以，又，所以，结合可得，所有线段都求出来了，可抓住和互补，用双余弦法建立方程求离心率，因为，所以，从而，所以，整理得：，从而，故或1(舍去)，即双曲线的离心率为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/a04b/a04bfc9e8174326695a83d6067fb40cc_6937.jpg]
[变式3]设双曲线的左、右焦点为，过的直线与双曲线的右支交于两点，中点为，若，则该双曲线的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：如图，给出，可由此设出，并尝试求其它线段的长，设，则，又，所以，在中，，所以，且，故，所以，要求离心率，得建立的方程，故考虑结合双曲线定义把上述线段用表示，由图可知，两式相加得：，所以，故，所以，接下来可在中由勾股定理建立方程求离心率，因为，所以，故，整理得：，所以离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d5fd/d5fdc8d4e9b578278a47b2994a74d51f_2663.jpg]
[反思]在双曲线离心率问题中，若给出两条线段的比例关系，则可设其中一条线段的长，并尝试将图形中的其它线段也用设的变量来表示，再结合双曲线的定义把它们转换成，建立方程求离心率.
类型：定义与几何性质综合
[例4]点为双曲线的右焦点，为双曲线左支上一点，线段与圆相切于点，若，则双曲线的离心率为___________
答案：
解法1：先分析图形的几何特征，双曲线中只给了右焦点，往往也需要关注左焦点，如图，记双曲线的左焦点为，因为，所以，有了点在上的位置，我们也来看看在上的位置，由题意，圆过原点，所以，从而，故，且，又是圆的切线，所以，故，接下来可结合双曲线定义，把求出来，在中用勾股定理建立方程求离心率，因为，所以，因为，所以，即，整理得：，两端同除以可得，解得：，又，所以.解法2：按解法1得到和后，也可用勾股定理求，由的三边算离心率，，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d5fd/d5fdc8d4e9b578278a47b2994a74d51f_3512.jpg]
[反思](1)解析几何中遇到线段比例的条件，构造相似比是一个值得考虑的方向：
(2)焦点三角形条件下求双曲线的离心率，若能分析三边比值关系，则可代公式来算.
[例5]我国首先研制成功的“双曲线新闻灯”利用了双曲线的光学性质：如图1，是双曲线的左、右焦点，从发出的光线射在双曲线右支上一点，经双曲线反射后，反射光线的反向延长线过；如图2，当异于双曲线顶点时，双曲线在处的切线平分.若双曲线的方程为，则下列结论不正确的是
A.射线所在直线的斜率
B.当时，
C.当射线过点时，光线由到，再到经过的路程为13
D.若，直线与相切，则
[image: ]
答案：C
解析：A项，如下图1，射线的斜率即为直线的斜率，当在双曲线右支上运动时，可从绕点逆时针旋转至(临界状态均不可取)，分别与渐近线平行，它们的斜率分别为和，所以，故项正确；
B项，即为，翻译垂直关系，可用勾股定理，并结合双曲线定义，所以，由(1)可得(3)，将式(2)代入式(3)可得：，从而，故B项正确；项，如下图1，已知点，可求出的长，结合双曲线定义来算，由题意，，所以，从而，
故(4)-(5)消去可得，故光线由到，再到经过的路程为7，故项错误；项，由所给的双曲线光学性质，是切线是的平分线，如下图2，由的坐标可求和，故用角平分线性质定理分析和的比值，结合定义求，因为，所以，
由角平分线性质定理，，
所以，代入可得，从而，故项正确.
[image: ]

第3节双曲线渐近线相关问题(★★★)
内容提要
圆锥曲线中，渐近线是双曲线独有的几何性质，渐近线相关考题较多，本节将归纳一些常见题型.
1.借助渐近线分析直线与双曲线的交点个数：
(1)当直线过原点时，若其斜率，则直线与双曲线没有交点，如图1；若，则直线与双曲线有两个关于原点对称的交点，如图2.
(2)当直线过双曲线内部定点时，若直线的斜率，即与渐近线平行，则与双曲线有1个交点，如图3中的和；若直线的斜率，则直线与双曲线的两支各有1个交点，如图3中的；若，则直线与双曲线的同支有2个交点，如图4中的.
(3)当直线过双曲线外部定点(不与原点重合)时，分析交点个数还需借助切线，如图5，和是与渐近线平行的直线，和是双曲线的两条切线，我们让直线从出发绕点逆时针旋转，恰好为时，与双曲线有1个交点；转到和之间时，与双曲线在同支有2个交点；恰好为时，与双曲线有1个交点；在和之间时，没有交点；恰好为时，有1个交点；在和之间时，与双曲线在同支有2个交点；恰好为时，有1个交点；从继续转回的过程中，与双曲线在两支上各有1个交点.
[image: ]
2.渐近线的角度关系：如图6，双曲线的两条渐近线关于轴、轴对称，所以图6中左右两个角相等，设为，中间两个角也相等，设为，且.
3.双曲线的两个特征三角形：
(1)如图7，为双曲线的右焦点，过作一条渐近线的垂线，垂足为，则在中，，这个三角形有双曲线的全部特征，所以把称为双曲线的“特征三角形”，由对称性，这样的特征三角形有4个.由于点满足，所以在圆上，由可得是该圆的七线，若要求，点的坐标，可联立求得，所以图7中点的坐标为.
(2)如图为双曲线的右顶点，过作轴的垂线交一条渐近线于点，则在中，，这个三角形也有双曲线的全部特征，所以把称为双曲线的“特征三角形”，由对称性，这样的特征三角形有4个.
[image: ]
类型I：借助渐近线进行图形分析
[例1](2022全国甲卷)记双曲线的离心率为，写出满足条件“直线与无公共点”的的一个值___________
答案：2(答案不唯一，满足的值均可)解析：过原点的直线与双曲线没有交点的临界状态是渐近线，故可画图，比较斜率，如图，直线与无公共点，结合可得.
[image: ]
[变式]已知双曲线的焦距为为其左、右两个焦点，直线经过点且斜率为1，若上存在点满足，则的离心率的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：看到，联想到点在某双曲线(不是双曲线)上，该双曲线的焦点也是，但距离之差是定值，相当于和原双曲线相比，不变，把和交换即可，由题意，满足的点在双曲线的右支上，
所以直线与该双曲线右支有交点，
涉及直线与双曲线的交点问题，可借助渐近线来分析，如图，则直线的斜率是1，双曲线渐近线是，由图可知要使与该双曲线右支有交点，只需，所以，从而，故，所以，又，所以.
[image: ]
[反思]从上面两道题可以看出，涉及直线与双曲线的交点个数问题，常借助渐近线来分析临界状态.
[例2]已知双曲线，若直线与的两条渐近线分别交于、两点，为原点，且与的夹角为，则的离心率为(    )
B.
C.
D.
答案：
解析：如图，由所给向量的夹角可求得渐近线的倾斜角，进而求出斜率，由题意，，设直线与轴交于点为渐近线上第一象限的一点，则，所以，故渐近线的倾斜角为，其斜率，所以，从而，整理得：，故离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/19ac/19ac1a53711e55a51a4bbae032da4bff_8638.jpg]
[变式1]已知双曲线的左、右焦点分别为，以线段为直径的圆与轴的正半轴交于点，连接分别交双曲线的渐近线于点，若四边形为平行四边形，则的离心率为___________
答案：
解析：如图，要求离心率，可先从几何关系分析渐近线的夹角，由题意，四边形为平行四边形，又是圆的直径，所以，故四边形为矩形，所以，结合两条渐近线关于轴对称知，所以，从而渐近线的斜率，故，所以，整理得：，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/19ac/19ac1a53711e55a51a4bbae032da4bff_2221.jpg]
[反思]
(1)双曲线的两条渐近线分别关于轴、轴对称，由此可得到一些特殊的角度相等关系，这也是渐近线最基础的几何性质；
(2)两渐近线夹角为的双曲线是等轴双曲线，其离心率为.
[变式2]已知两点均在双曲线的右支上，若恒成立，则的取值范围是___________
答案：
解析：看到，想到向量的数量积，由题意，，且，所以为锐角，如图，只需即可，所以，故渐近线的斜率，结合可得.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/724e/724eb2a8177a7c703d910c61940f3729_4047.jpg]
[例3]已知是双曲线的右焦点，点是的左顶点，为原点，过作的一条渐近线的垂线，垂足为，若，则的离心率为___________
答案：2
解析：涉及渐近线，先考虑通过几何关系分析渐近线的倾斜角，如图，渐近线为，即，右焦点到渐近线的距离，又，所以，因为，所以，从而，故，有了渐近线的倾斜角，可求其斜率，再转换成离心率即可，所以渐近线的斜率，从而，
故，整理得：，所以的离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/724e/724eb2a8177a7c703d910c61940f3729_1572.jpg]
[反思]上图中的的三边长分别为，我们把它叫做双曲线的一个“特征三角形”，熟悉这一结论，可以迅速发现图形中的一些几何关系.
[变式1](2019.新课标I卷)已知双曲线的左、右焦点分别为，过的直线与的两条渐近线分别交于两点，若，则的离心率为___________
答案：2
解法1：条件中有向量的数量积，可考虑设坐标来算，如图，点在渐近线上，
可设，则，
所以，
解得：或(舍去)，故，
求得了，可由求的坐标，代入另一斩近线即可建立方程求离心率，
由知为中点，所以，代入得：，
整理得：，故的离心率.
解法2：所给的数量积恰好为0，可翻译为垂直，于是也可尝试分析几何特征，找渐近线的倾斜角，如图，由知，又为中点，所以，由知为中点，故，(原因：等腰三角形底边中线也是顶角的平分线)又由渐近线的对称性，，所以，从而渐近线的斜率，故，
所以，从而，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4236/4236d0c965f59418604a565d601c2033_1449.jpg]
[变式2]已知双曲线的左、右焦点分别为，圆与的一条渐近线的一个交点为，若，则的离心率为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：由对称性，不妨设在轴上方，有如图1和图2所示的两种情况，应先判断是哪种，若为图1，则是双曲线的一个特征三角形，所以，不合题意；
若为图2，则是双曲线的一个特征三角形，可捃住和互补，用双余弦法建立方程求离心率，在中，，且，所以，在中，，所以，由图可知，所以，故，整理得：，所以离心率.
[image: ]
[变式3]已知双曲线的左焦点为，右顶点为，点在的一条渐近线上，且为原点，直线与轴交于点，若直线过线段的中点，则的离心率为(    )
A.
B.
C.2
D.
答案：C
解析：如图，是双曲线的一个特征三角形，可通过几何关系求得点和的坐标，由题意，，作轴于点，设，则故，所以，故中点为，接下来由直线过点建立方程求离心率，可用斜率相等来翻译，由题意，，且三点共线，所以，故，整理得：，所以，故，两端同除以可得，解得：或-1(舍去).
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/f5e2/f5e20ea16633bda59c3919055b68af5c_6502.jpg]
类型Ⅱ：渐近线相关的综合运算
[例4]已知双曲线的左焦点为，过且与轴垂直的直线与双曲线交于两点，交双曲线的渐近线于两点，，则双曲线的离心率为___________
答案：
解析：求出和，即可建立方程求离心率，求可用通径公式，算可联立求坐标，由题意，，联立解得：，如图，，由对称性知，因为，所以，从而，故，整理得：，所以双曲线的离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/f5e2/f5e20ea16633bda59c3919055b68af5c_7833.jpg]
[例5](2022浙江卷)已知双曲线的左焦点为，过且斜率为的直线交双曲线于点，交双曲线的渐近线于点，且，若，则双曲线的离心率是___________
答案：
解析：如图，的坐标可联立直线和渐近线方程来求，先求，由题意，，直线的方程为，联立解得：，所以，题干给出，可由此构造相似三角形求得的坐标，代入双曲线即可建立方程求离心率，作轴于轴于，则，且，因为，所以，故，所以，代入可得：，整理得：，故离心率.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/f9bc/f9bc5c798bcb75b9fb05ea3d1abce113_1940.jpg]
[反思]从上面两道题可以看出，渐近线有关问题，若不便从几何角度分析，也可用其方程参与运算，按代数的方法来求解问题，但这样做计算量往往更大一些，为次选方案.

第4节高考中双曲线常用的二级结论(★★☆)
内㝓提要
解析几何中存在无数的二级结论，本节笑选出了一些在高考中比较常用的双曲线二级结论，记住这些结论可适当缩短解题时间.
1.焦点三角形面积公式：如图1，设是双曲线上一点，分别是双曲线的左、右焦点，，则.
[image: ]
证明：一方面，的边上的高，所以；另一方面，记，则(1)，
在中，由余弦定理，，所以(2)，将式(1)代入式(2)可得：，所以，故.
2.基于双曲线第三定义的斜率积结论：如上图2，设分别是双曲线的左、右顶点，是双曲线上不与重合的任意一点，则.
注：上述结论中是双曲线的左、右顶点，可将其推广为双曲线上关于原点对称的任意两点，如上图3，只要直线的斜率都存在，就仍然满足，下面给出证明.
证明：设，则，所以(1)，因为点在双曲线上，所以，
故，同理，，
所以，代入(1)得：；
在上述条件中令，即得内容提要第2点的特殊情况下的结论.
3.中点弦斜率积结论：如图是双曲线的一条不与坐标轴垂直且不过原点的弦，为中点，则，此结论可用下面的点差法来证明.
[image: ]
证明：设，因为都在双曲线上，所以，两式作差得：，整理得：(1)，
注意到，所以式(1)即为.
注：中点弦结论和上面的第三定义斜率积结论的结果都是，这是巧合吗？不是，两者之间有必然的联系.如上图5，设为关于原点的对称点，则也在该双曲线上，且为中点，结合为中点可得，所以，于是又回到了双曲线上的点与双曲线上关于原点对称的和的连线的斜率积.
类型I：焦点三角形面积
[例1](2020新课标卷)设是双曲线的两个焦点，为原点，点在上且，则的面积为
A.7
B.3
C.
D.2
答案：B
解法1：求焦点三角形面积可考虑代公式，但本题末给，故先看能不能求出它，
如图，双曲线的半焦距，因为，所以，
从而，故.
解法2：也可考虑代公式求的面积，于是先算，因为，所以(1)，
又点在双曲线上，所以(2)，
联立(1)(2)解得：，双曲线的半焦距，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7da5/7da573bbb62aa2ae7aaa042b3abcfeab_7274.jpg]
[变式]已知是双曲线的左、右焦点，为双曲线右支上的一点，，则点的纵坐标为___________
答案：
解析：给出，可由求出的面积，再由解出，
由题意，双曲线的半焦距，
又，所以，解得：；
再求，可联想到由双曲线定义和的面积各建立一个关于和的方程，求解即可，如图，由双曲线定义，(1)，
又，
所以(2)，由(1)可得，代入(2)整理得：，
解得：或(舍去).
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7da5/7da573bbb62aa2ae7aaa042b3abcfeab_8739.jpg]
[反思]从上面两道题可以看出，当题干给出时，可用(其中)来算焦点三角形的面积；由还可以建立顶角和之间的等量关系.
类型Ⅱ：第三定义、中点弦斜率积结论
[例2]设双曲线与直线交于两点，为右支上的一动点，记直线的斜率分别为的左、右焦点分别为，若，则下列说法正确的是(    )
A.
B.双曲线的渐近线方程为
C.若，则的面积为2
D.双曲线的离心率为
答案：D
解析：由对称性可得关于原点对称，又涉及斜率之积，故想到第三定义斜率积结论，因为，所以，从而双曲线的渐近线方程为，离心率，故项和项错误，项正确；对于项，当时，，
求焦点三角形面积代公式即可，所以，故C项错误.
[反思]涉及双曲线上的点与双曲线上关于原点对称的两点连线的斜率之积，考虑用第三定义斜率积结论，其推导方法请参考本节内容提要.
[例3]已知是双曲线上的两点，线段的中点是，则直线的方程为___________
答案：
解析：涉及弦中点，想到中点弦斜率积结论，
，所以，
如图，直线过点，故其方程为，
整理得：.
[反思]在双曲线中，涉及弦中点的问题都可以考虑用中点弦斜率积结论来建立方程，求解需要的量.
[变式]已知双曲线，过点的直线与双曲线交于两点，若为线段的中点，则的取值范围是___________
答案：
解析：涉及弦中点，想到中点弦斜率积结论，由题意，，所以，如图，直线过点，故其方程为，整理得：，直线是随而变化的动直线，且应满足与有两个交点，于是联立方程用来求的范围，联立消去整理得：，因为直线与双曲线有2个交点，所以
由(1)可得，由(2)可得，所以或，结合可得或. 
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/a8a2/a8a26b11e5515a19b2deea66c84009a9_4683.jpg]

模块5抛物线与方程
第1节抛物线定义、标准方程及简单几何性质(★☆)
内容提要
1.抛物线的定义：平面上到定点的距离与到定直线(不过定点)的距离相等的点的轨迹是抛物线，其中定点叫做抛物线的焦点，定直线叫做抛物线的准线.
2.抛物线的标准方程与简单几何性质：
	定义
	标准方程
(     )
	焦点
	准线
	范围
	对称轴
	顶点
	图形

	
	
	
	
	
	轴
	原点
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	轴
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	轴
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	轴
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3.抛物线上的点到焦点的距离可用坐标表示，例如开口向右的抛物线中，若点在抛物线上，且准线于，如上表中第1个图，有，其余开口的抛物线类似.
类型I：抛物线的标准方程与简单几何性质
[例1]若抛物线的顶点在原点，焦点坐标为，则抛物线的标准方程为，准线方程是___________
答案：
解析：先判断开口，并设标准方程，焦点为开口向右，可设抛物线方程为，则其焦点坐标为，由题意，，所以，故的方程为，准线方程为.
[变式1]顶点在原点，对称轴为坐标轴的抛物线经过点，则的方程为___________
答案：或
解析：抛物线过点，有如图所示的两种情况，下面分别考虑，
若开口向右，可设抛物线的方程为，
将点代入可得：，
解得：，所以的方程为；
若开口向上，可设抛物线的方程为，将点代入可得：，
解得：，所以的方程为；
综上所述，的方程为或.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/e990/e9904582759065125b62766569e8a84b_7349.jpg]
[变式2]若抛物线的准线方程为，则___________
答案：2
解析：先把所给方程化为标准方程，即把平方项系数化1，并判断开口，，
由抛物线的准线方程是知抛物线开口向上，所以，且，从而，
故抛物线的准线方程为，与比较可得，解得：.
[例2]已知抛物线的焦点为，准线与轴交于点，过且垂直于轴的直线与抛物线交于两点，若的面积为2，则答案：
解析：如图，可以为底，为高来计算的面积，下面先求，将代入解得：，所以，又，所以，由题意，，所以，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4bc4/4bc4eab375f3e086d5a74a9e2d30c0d2_8936.jpg]
类型Ⅱ：抛物线定义的运用
[例3](2020.新课标卷)已知为抛物线上一点，点到的焦点的距离为12，到轴的距离为9，则(    )
A.2
B.3
C.6
D.9
答案：C
解析：如图，涉及抛物线上的点到焦点的距离，考虑抛物线的定义，设焦点为，准线为，作于，交轴于，由抛物线定义，，又，所以，即，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4bc4/4bc4eab375f3e086d5a74a9e2d30c0d2_6890.jpg]
[反思]涉及抛物线上的点到焦点的距离问题，可优先往抛物线定义上考虑.
[变式1](2022全国乙卷)设为抛物线的焦点，点在上，点，若，则(    )
A.2
B.
C.3
D.
答案：B
解析：如图，只要求出，就可结合抛物线定义求得的坐标，进而求出，由题意，，所以，因为，所以，由内容提要3，
，所以，从而，
故，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4bc4/4bc4eab375f3e086d5a74a9e2d30c0d2_8646.jpg]
[变式2]点是抛物线上的动点，设点到抛物线准线的距离为，到直线的距离为，则的最小值为___________
答案：
解析：如图，直接分析的最小值不易，
可考虑用定义将转化为来看，
设抛物线的焦点为，由抛物线的定义知，
所以(1)，
如图，过作于，过作于，则，
代入(1)得：，
当且仅当点为线段与抛物线交点时取等号，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4bc4/4bc4eab375f3e086d5a74a9e2d30c0d2_2281.jpg]
总结
只要涉及抛物线上的点到焦点的距离，不管问什么，最常见的思考方向都是利用定义转换长度.

第2节抛物线定义与几何性质综合问题(★★★)
内容提要
抛物线上的点到焦点的距离问题常用抛物线的定义求解，但除定义外，可能还需结合图形(如等腰、等边、直角三角形，矩形等)的几何性质才能求解问题，因此本节将归纳高考中抛物线常见的图形和几何条件的处理思路.
类型I：定义与特殊图形
[例1]已知抛物线的焦点为，准线为，点在上，且于，若，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：如图，涉及抛物线上的点向准线作垂线，想到抛物线定义，
由题意，，又，所以，
要求，注意到为直角三角形且已知，所以将条件转移到该三角形中来看，记准线与轴交于点，抛物线的焦点为，准线为，所以，由可得，所以.[反思]利用抛物线的定义可知，抛物线上的点与焦点，以及点在准线上的射影所围成的三角形是等腰三角形，且为的角平分线.
[例2]已知抛物线的焦点为，准线为，点在上，于，若，则(    )
答案：4
解析：如图，的焦点为，准线为，设与轴交于点，
由抛物线定义，，又，
所以是正三角形，要算，可放到中来看，
因为，所以，
又，
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/0704/0704ece327ceb49165a7ff8da30d4459_6357.jpg]
[变式]已知抛物线的焦点为，准线为，以为圆心作圆与交于两点，与交于两点，，则___________
答案：2
解析：如图，可尝试通过分析几何关系，
求出点的坐标，代入抛物线方程求，
因为，结合对称性可得四边形是矩形，
设准线与轴交于点与轴交于点，则，因为，所以，
故，又，所以，
代入抛物线方程可得：，解得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/1a4f/1a4f5fefc4ca271d37ad4c03ba7b90fc_6983.jpg]
[例3]已知抛物线的焦点为，点是抛物线的准线与坐标轴的交点，点在抛物线上，若，则___________
答案：
解析：涉及，常用抛物线定义转化为到准线的距离，如图，作准线于，因为，所以，设，则，
所以，故，
在中，和所对的角恰好分别是和，故可用正弦定理求，
在中，由正弦定理，，
所以.
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[变式]已知抛物线的焦点为，准线与轴交于点，点在第一象限且在抛物线上，则当取得最小值时，直线的方程为___________
答案：
解析：涉及，想到用定义转化为到准线的距离，如图1，作准线于，则，所以，又轴，所以，故，
于是只需找最小的情形，此时最大，如图2，当为抛物线切线时，最大，抛物线的准线为，所以，故可设图2中切线的方程为，
联立消去整理得：，因为直线与抛物线相切，所以，解得：，因为在第一象限，所以，故直线的方程为，即.
[image: ]
类型Ⅲ：定义与相似、线段比例相关
[例4]已知抛物线的焦点为为上一点，且在第一象限，直线与的准线交于点，过点且与轴平行的直线交于点，若，则___________
答案：4
解析：如图，涉及，可向准线作垂线，结合抛物线定义处理，作准线于，则，由题意，抛物线的焦点为，准线为，记准线与轴交于点，则，图形中已知长度的线段只有，故考虑用它来算，因为，所以为中点，又，所以为的中点，从而，故，由图形的对称性可得四边形为矩形，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/73a3/73a3c40913a5896e1555a0a2d9764c57_8384.jpg]
[反思]抛物线中与焦点有关的线段比例问题中，过抛物线上的点向准线作垂线，借助抛物线定义来分析图形的几何特征，是常规操作.
[变式1]过抛物线的焦点且斜率的直线交抛物线于两点，交其准线于点(在之间)，且，则直线的方程为___________
答案：
解析：如图，作准线于准线于，设准线与轴交于点，先求直线的倾斜角，可将转化为和的关系，求得，该角等于，由抛物线定义，，代入可得，所以，故，又轴，所以，故直线的斜率，再求的坐标，只需求，可利用相似比转化为求，因为轴，所以，故(1)，由抛物线定义，，代入(1)可得，所以为中点，结合可得，所以，故直线的方程为，即.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/73a3/73a3c40913a5896e1555a0a2d9764c57_6081.jpg]
[变式2]如图，过抛物线的焦点作直线与抛物线及其准线分别交于三点，若，则___________
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/45e7/45e7c46c15b91dc2306f886626d3929e_2834.jpg]
答案：
解析：抛物线的准线为，焦点为，设准线与轴交于点，则，
如图，作准线于准线于，则，
题干给出这种线段比例式，可先设，并求其它线段的长，再用相似比建立方程，
设，则，因为，所以，
因为，所以，即，
解得：，所以，
还需求出，做法和求类似，可设其为未知数，
利用相似比来建立方程求解，
设，则，
由可得，
即，解得：，所以，
故.
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[反思]抛物线小题中出现未知长度的比例关系时，往往可设一段长，利用定义以及相似等几何性质求解其它线段的长.

第3节抛物线小题的综合运算(★★★)
内容提要
本节主要涉及三类抛物线有关的小题：
1.简单的运算求值：一些抛物线小题中，我们可以联立直线和抛物线去求交点坐标，用坐标参与运算，也可以结合图形的几何特征来解决问题.
2.抛物线上的动点问题：设点在抛物线上运动，点的坐标常用两种设法.
(1)设，这种设法引入了2个变量，没有体现，点在抛物线上，可用建立变量间的关系.
(2)设，这种设法只引入1个变量，已经体现了点在抛物线上，单动点问题用此设法往往比较方便.
3.设而不求韦达定理：设直线与抛物线交于两点，由此产生的诸多问题中，需要将直线与抛物线的方程联立，但联立后我们往往不去解方程组，求交，点的坐标，而是消去(或)整理得出关于(或)的一元二次方程，结合韦达定理来计算一些目标量，如数量积、斜率、弦长、面积等.
类型I：简单的运算求值问题
[例1](2020-新课标Ⅲ卷)设为坐标原点，直线与抛物线交于两点，若，则的焦点坐标为
A.
B.
C.
D.
答案：B
解法1：如图，可联立直线和抛物线求得坐标，用斜率来翻译，
联立解得：，所以，
因为，所以，解得：，故的焦点为.
解法2：如图，若能通过分析几何关系得到点的坐标，
则可代入抛物线方程求，
设直线与轴交于点，则，由题意，，
结合对称性可得为等腰直角三角形，
也为等腰直角三角形，所以，
从而点的坐标为，代入得：，
解得：，故的焦点为.
[反思]在简单的抛物线求值问题中，用直线的方程、点的坐标等直接翻译已知条件可以解决问题，但若能结合条件的几何特征分析，往往计算量更小.
[例2](2021.新高考卷)已知为坐标原点，抛物线的焦点为为上一点，与轴垂直，为轴上一点，且.若，则的准线方程为___________
答案：
解法1：如图，由轴和可分别求出的坐标，再翻译即可建立方程求，由题意，，将代入解得：，不妨设，因为，所以，解得：，故的准线方程为.
解法2：如图，都好求，又已知，可直接抓住建立方程求解，
由题意，，将代入解得：，所以，因为，所以，故，
所以，从而，即，
解得：，故的准线方程为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/8e25/8e258b2bd0d75994645894a9af133e4e_8830.jpg]
类型Ⅱ：动点类问题
[例3]已知是抛物线上的点，点，则的最小值为
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：是抛物线上的动点，可根据其方程设单变量形式的坐标，用于计算，
由题意，可设，则，
所以当时，取得最小值.
[反思]对于抛物线上的动点问题，可先设动点坐标(设法参考内容提要)，并用该坐标计算题目中求最值的量，再借助函数、不等式等方法来求解最值.
[变式]抛物线上任意一点到点的距离的最小值为4，则的值为___________
答案：2
解析：若将点的坐标设为，则求得的的结果较复杂，于是设双变量的形式，
设，则(1)，
有和两个变量，可利用抛物线方程来消元，因为点在抛物线上，所以，
代入式(1)入可得，
设，则，
由于是未知量，所以求的最小值需讨论对称轴和区间的位置关系，
当时，，
如图1，，
因为，所以，令，
解得：或8(不满足，舍去)；
当5-p<0时，，如图2，，
所以，不合题意；
综上所述，的值为2.
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[例4]设为坐标原点，点，动点在抛物线上，且位于第二象限，是线段的中点，则直线的斜率的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解法1：点在抛物线上运动，可将其坐标设为单变量的形式，由题意，可设，其中，因为是中点，所以，故，
虽然和积为定值，但这两项均为负，不能直接用均值不等式，可先添负号，化负为正，
所以，
当且仅当，即时取等号，所以的取值范围是.
解法2：涉及中点，想到中位线，题干只有一个中点，所以再构造一个中点出来，
如图，记，则为的中点，又为的中点，
所以，故，
于是只需求当运动时，的取值范围，
如图所示的相切的情形即为最大的情况，
设图中切线的方程为，代入整理得：，判别式，解得：，
由图可知，所以，故.
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[例5]已知的三个顶点都在抛物线上，为抛物线的焦点，若，则(    )
A.3
B.6
C.9
D.12
答案：B
解析：由可建立坐标关系，也能用的横坐标来算，故设坐标，由题意，，设，
则，
因为，利用横坐标相等有，
整理得：，
故.
总结
可以发现设点的方式要根据题目来定，当设单变量形式复杂时，就考虑双变量(如例3变式)，而涉及计算抛物线上的点到焦点的距离时，常会设出横坐标来表示长度(如例5).
类型Ⅲ：设直线，联立，韦达
[例6]已知过点的动直线与抛物线交于点和，且，其中为原点，则(    )
答案：2
解析：可用的坐标来算，于是设坐标，
设，则，所以(1)，
涉及和，可再设直线的方程，并代入抛物线方程，结合韦达定理来算，直线不与轴垂直，可设其方程为，代入消去整理得：，判别式恒成立，由韦达定理，，
再算，可以用点在线上(即)化为和来算，但用点在抛物线上来算更简单，因为在抛物线上，所以，故，同理，，所以，代入(1)得：，由题意，，所以，故.
[反思]设直线与抛物线交于两点，若要用到这些量，我们常把直线和抛物线联立得到一个关键方程，用韦达定理来算它们，而不是通过求的坐标来算.
[例7]过点的直线与抛物线交于两点，为原点，若的面积为，则直线的方程为___________
答案：
解析：如图，可将拆成上下两个小三角形来算面积，以为公共底，高之和为，于是想到联立直线和抛物线，结合韦达定理推论来算，由题意，直线不与轴垂直，可设其方程为，设，

联立消去整理得：，
判别式，
由韦达定理推论，，
代入(1)得：，
由题意，，所以，解得：，
故直线的方程为，即.
[反思](1)如图，设和分别为水平线和竖直线，在解析几何中，除了用底高来算的面积外，还常用来算；
(2)韦达定理推论：设是一元二次方程的两个解，则
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[例8](2022新高考I卷)(多选)已知为坐标原点，点在抛物线上，过点的直线交于两点，则(    )
A.的准线为
B.直线与相切
C.
D.
答案：
解析：项，点在抛物线上的准线为，故项错误；
项，如图，可用导数求出抛物线在点处的切线方程，再验证点是否在该切线上即可，在点处的切线方程为，整理得：，经检验，点在该切线上，所以直线与相切，故B项正确；
项，和可用的坐标来算，故先设坐标，设，
则(1)，
式(1)可通过设直线的方程，并与抛物线联立，结合韦达定理来计算，
由题意，直线的斜率存在，可设其方程为，
代入消去整理得：，判别式，
由韦达定理，，
代入式(1)可得，
又，所以，故项正确；
项，已知点，用弦长公式算和较方便，
由题意，，同理，，
所以，
将项得到的和代入上式可得，
又，所以，故D项正确.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/3516/35160aaba3202aba3540b158ab2c0823_4539.jpg]
[反思]弦长公式：设直线的斜率为是上任意两点，则.


第4节高考中抛物线常用的二级结论(★★☆)
内容提要
1.坐标版焦半径、焦点弦公式设在抛物线上，是抛物线的焦点弦)
	标准方程
	
	
	
	

	焦半径公式
	
	
	
	

	焦点弦公式
	
	
	
	


2.角版焦半径、焦点弦公式：设抛物线的焦点为为原点.
(1)焦半径公式：设为抛物线上任意一点，记，则焦半径.
证明：作轴于，先考虑在右侧的情形，如图1，设，则，
又，
与上式比较可得：，
另一方面，由坐标版焦半径公式知，
与上式作差消去整理得：；
同理可证当在左侧或恰好与重合时，都有.
[image: ]
(2)焦点弦公式：是抛物线的焦点弦，记，则.
证明：如上图，由(1)中的焦半径公式可得

所以.
(3)焦点弦和原点构成的三角形面积：设是抛物线的焦点弦，记，则.
证明：如上图3，作于，则

由(2)中的焦点弦公式可得：，
所以.
(4)焦半径倒数和定值结论：设抛物线的焦点为是抛物线的一条焦点弦，则.
证明：如图2，由(1)中的焦半径公式，，所以.
注：(2)和(3)中的可由换成或直线的倾斜角，结果不变；但若统一取，则(1)(2)(3)中的结论对各种开口的抛物线都成立，这也是为什么我们要把设为的原因.
类型I：焦半径问题
[例1]过抛物线的焦点的直线与交于两点，若，则
答案：
解法1：已知，可由坐标版焦半径公式求得的坐标，
由题意，，所以，代入可得，由对称性，不妨设，此时可结合点，写出直线的方程，并与抛物线联立求出点的坐标，再算，
又，所以，故直线的方程为，
联立消去整理得：，解得：或，
因为，所以，故.
解法2：如图，已知，可由角版焦半径公式求得，并用于求，
设，则，所以，
故.
解法3：已知求，也可用结论，
由题意，，所以，将代入可求得.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/0557/0557f0be1f85b47652753fe8835f5ec0_3915.jpg]
[变式1]过抛物线的焦点的直线与交于两点，若，则___________
答案：4
解法1：和都可以用的坐标来算，故先设坐标，
设，则，
所以(1)，
涉及和，可将直线与抛物线联立，结合韦达定理来算，
由题意，，直线不与轴垂直，可设其方程为，
代入整理得：，由韦达定理，，
所以(2)，
(3)，
故，由题意，，所以，故，
将(2)(3)代入(1)可得.
解法2：涉及焦点弦和焦半径与，也可设角，用角版的焦点弦、焦半径公式来处理，如图，设，由题意，，所以，


解法3：注意到，故将通分，
恰好可求得，
由题意，，所以，

所以，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/fa21/fa2143121b41669d9d83e43b65290d9d_4589.jpg]
[反思]从上面两道题可以看出，涉及焦半径、焦点弦的计算，用角版的公式或计算量往往更小，可作为首选方案，坐标版公式为次选方案.
[变式2]过抛物线的焦点的直线与交于两点，若，则___________
答案：
解法1：由可用角版焦半径公式建立方程求得，从而求得，
如图，设，则，
因为，所以，
从而，故.
解法2：由结合也可求出和，进而求得，由题意，，结合可得，所以. 
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/fa21/fa2143121b41669d9d83e43b65290d9d_6749.jpg]
[变式3]已知抛物线的焦点为，过且斜率为的直线与交于两点(在轴上方)，若，则___________
A.
B.
C.2
答案：C
解析：如图，由斜率可求得，于是选择角版焦半径公式来计算和，
设直线的倾斜角为，则，结合可得，
由图可知，所以，
又，所以.
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[变式4]抛物线的焦点为，直线与交于两点，则的最小值是___________
答案：9
解析：我们知道，故可由此将凑成积为定值，用均值不等式求最值，由题意，直线过定点，该定点恰为抛物线的焦点，所以，从而，
取等条件是，结合可得此时，
故.
[反思]也可引入为变量，用角版焦半径公式求，但计算量偏大，可自行尝试.
类型Ⅱ：焦点弦问题
[例2]抛物线的焦点为，过且倾斜角为的直线交于两点，若，则
答案：2
解法1：可写出直线的方程，与抛物线联立求出，用坐标版的焦点弦公式算，由题意，，直线的針率，故其方程为，
代入整理得：，由韦达定理，，所以，又，所以，解得：.
解法2：给了直线的倾斜角，用角版焦点弦公式算更简单，
直线的倾斜角为，又，所以，解得：.
[反思]当抛物线中出现焦点弦以及焦点弦的斜率或倾斜角时，可考虑使用角版焦点弦公式速解.
[变式1]已知抛物线的焦点为，过的直线与抛物线交于两点，若点是的中点，则
A.8
B.12
C.16
D.18
答案：C
解析：本题没有角度，故联立直线和抛物线，由韦达定理结合坐标版焦点弦公式算，由题意，，直线不与轴垂直，可设其方程为，设，
联立消去整理得：，由韦达定理，，
点的纵坐标是已知的，故可用它求，因为中点的纵坐标为4，所以，故，再求，可利用点在直线上转化为和来算，

[变式2]已知为抛物线的焦点，过作两条互相垂直的直线和与交于两点，与交于两点，则的最小值为___________
答案：24
解法1：和都是焦点弦，可设直线的方程，与抛物线联立，结合韦达定理来算，由题意，和都不与坐标轴垂直，可设，则，
将代入消去整理得：，
由韦达定理，，所以(1)，
注意到两直线仅斜率不同，其它都一样，故只需在(1)中替换斜率即可得到，无需重复计算，
在(1)用替换可得，所以
，
当且仅当，即时取等号，故的最小值为24.
解法2：和都是焦点弦，也可设两直线的倾斜角，用角版焦点弦公式来计算，如图，设直线的倾斜角为，两直线都不与坐标轴垂直，
不妨设，则，
因为，所以的倾斜角为，从而，
故，
所以当时，取得最小值24.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4488/4488782ec049abd178cd59b8d6440c78_7351.jpg]
类型Ⅲ：焦点弦与原点构成的三角形面积
[例3]设是抛物线的焦点，过且斜率为1的直线与交于两点，为原点，若的面积为，则(    )
A.
B.
C.1
D.2
答案：B
解析：给了直线的斜率，可求得其倾斜角，
故可直接代公式计算的面积，
如图，直线的斜率为，
所以，
由题意，的面积为，所以，解得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4488/4488782ec049abd178cd59b8d6440c78_1368.jpg]
[反思]抛物线中涉及焦点弦与原点组成的三角形的面积问题，都可考虑用面积公式来算.
[变式]过抛物线的焦点的直线与抛物线交于两点，为原点，若，且的面积为，则
A.2
B.
C.4
D.
答案：A
解析：由可结合角版焦点弦、焦半径公式求角，再用算的面积，
如图，设，则，
所以，
因为，所以，从而，故(1)，

所以代入(1)化简得：，解得：，
因为，所以，
故，
又，所以，解得：.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/1b3a/1b3abf00d53f381044d0fdc6e8fffd78_4165.jpg]

模块6解析几何大题基本思路(★★★☆)
内容提要
解析几何大题题型种类繁多，难度通常较高，系统性地归纳需要大量篇幅，本节我们先阐述解题的大致通用思路，用它能够应对一些较简单的解析几何大题.诸多解析几何大题的解题流程是类似的，大致可分为以下四步(某些问题中3，4两步不一定都用到).
1.引入参数：设出动点或动直线，刻画图形的运动过程.如动点可设为，若在抛物线上，则还可设为；动直线可设为或等.
2.条件翻译：翻译已知条件，建立所设参数间的关系，为下一步的消元或求范围做准备.
3.消元：利用韦达定理或由题目条件所得到的一些参数关系来消元.
4.求解：解决求值，求最值，求定值定点，证明等各类问题.
类型I：设动点引入参数
[例1]已知椭圆的左焦点为，右顶点为.
(1)求的方程；
(2)设为上异于左、右顶点的点，为线段的中点，为原点，直线与直线交于点，求证：.
解：(1)因为椭圆的右顶点为，所以，
又椭圆的左焦点为，所以，从而，
故的方程为.
(2)(步骤1：引入参数，如图，的运动导致跟着动，是源头，故可设的坐标)
设，因为点在椭圆上，所以)
(步骤2：条件翻译，可由中点公式求出的坐标，写出的方程，与联立求，并求，把它们全部用引入的参数来表示)
因为为中点，所以，
故直线的方程为，
与联立可求得：，
所以，
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/138f/138f5ec0441956b0e91b97f80a438f52_9436.jpg]
从而，故(2)，
(步骤3：消元，式(2)中有和两个变量，要进一步计算，可结合式(1)来消元)
由(1)可得，
代入(2)可得
，
(步骤4：求解，由数量积等于0证得垂直)
所以，故.
类型Ⅱ：设动直线引入参数
[例2]已知双曲线的一条渐近线方程为，焦点到渐近线的距离为1.
(1)求的方程；
(2)已知斜率为的直线与双曲线交于轴上方的两点，为坐标原点，直线的斜率之积为，求的面积.
解：(1)因为双曲线的一条渐近线为，即，所以，故(1)，
由题意，焦点到渐近线的距离为1，所以，故(2)，
联立(1)(2)解得：，所以的方程为.
(2)(步骤1：引入变量，如图，是已知斜率的动直线，可设其方程)
由题意，直线的斜率为，故可设其方程为，
(步骤2：条件翻译，需计算，要设出的坐标)
设，则由题意，(3)，
(步骤3：消元，利用韦达定理，将(3)中的和全部用引入的参数来表示)
联立消去整理得：，
判别式恒成立，由韦达定理，(4)，
因为交点都在轴上方，所以，即，解得：(5)，
(步骤4：求解，如图，可按来算的面积)将(4)(1)代入(3)可得：，解得：，
又，所以@，
直线与轴的交点为，
所以，将式の代入可得.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/d639/d63968b73847c98f69a926ea6060a701_2522.jpg]
总结
在条件翻译的过程中，若要求的量能直接用参数表示，则直接计算，如例1中的的坐标和直线的方程：若要求的量不方便直接用参数表示，则可通过书达定理等方式间接地用参数表示，如例2中的，这也是我们联立直线与曲线的方程，写出韦达定理的原因.
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