
专业专心 专注

数列专题 4 存在性与恒成立问题

1 已知正项数列 {an}的前n项和Sn满足Sn=
an+ 1 2

4 ,n∈N *.数列 {bn}满足 bn+ bn+1= 2n2+ 2n

+ 1,n∈N *

(1)求数列 {an}的通项公式；

(2)试问:数列 {bn-Sn}是否构成等比数列 (注:Sn是数列 {an}的前n项和)?请说明理由；

(3)若 b1= 1,是否存在正整数n，使得
n

k=1
(-1)k

bk+ 1
b2k+ bk+ 1 ≤ 55

111 ≤
n

k=1

bk
b2k+ bk+ 1

 成立?若存在求所有

的正整数n；否则，请说明理由.

方法归纳 【点睛】

数列求和的方法技巧

(1)倒序相加：用于等差数列、与二项式系数、对称性相关联的数列的求和．

(2)错位相减：用于等差数列与等比数列的积数列的求和．

(3)分组求和：用于若干个等差或等比数列的和或差数列的求和．

2 从① an+ 1 an+ 2 = 6Sn，且 a1< 2；② a1= 1，an-1+ an+1= 2an n≥ 2 ，且存在m≥ 2，m∈N*

使得Sm= 5，m+ 1 Sm-1+ m- 1 Sm+1= 13m- 11；③若 an- an-1= d(常数)，且 6Sn= an ⋅ an+1+
2 n∈N* ，a1< 2，这三个条件中任选一个，补充在下面题目的横线中，并解答．

已知各项均为正数的数列 an 的前n项和为Sn， ．

(1)求数列 an 的通项公式；

(2)设 bn=
an
2n-1

，求数列 bn 的前n项和Tn．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

3 对于数列 an ：若存在正整数n0，使得当n≥n0时，an恒为常数，则称数列 an 是准常数数列．

现已知数列 an 的首项 a1= a，且 an+1= an- 1 ,n∈N∗．

(1)若 a= 32 ，试判断数列 an 是否是准常数数列；

(2)当 a与n0满足什么条件时，数列 an 是准常数数列？写出符合条件的 a与n0的关系；

(3)若 a∈ (k,k+ 1) k∈N∗ ，求 an 的前 3k项的和S3k(结果用 k、a表示)．

4 已知等差数列 an 的前n项和为Sn，bn 是各项均为正数的等比数列，a1= b4， ，b2= 8，
b1- 3b3= 4．在以下三个条件中任选一个①S5= 30，②S4= 5a2，③ 3a3- a5= b2，补充在上面横线上，并

作答．

(1)求数列 an ，bn 的通项公式；

(2)是否存在正整数 k．使得数列
1
Sn
 的前 k项和Tk>

3
4？若存在，求 k的最小值；若不存在，说明理

由．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

5 已知数列 {an}的奇数项是首项为 1的等差数列，偶数项是首项为 2的等比数列．数列 {an}前n

项和为Sn，且满足S3= a4，a3+ a5= 2+ a4
(1)求数列 {an}的通项公式；

(2)求数列 {an}前 2k项和S2k；

(3)在数列 {an}中，是否存在连续的三项 am，am+1，am+2，按原来的顺序成等差数列？若存在，求出所

有满足条件的正整数m的值；若不存在，说明理由．
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6 已知Sn是等差数列 an 的前n项和，an> 0，S3= 15，公差 d> 1，且 .从① a2- 1为 a1- 1
与 a3+ 1等比中项，②等比数列 bn 的公比为 q= 3，b1= a1,b2= a4这两个条件中，选择一个补充在上面

问题的横线上，使得符合条件的数列 an 存在并作答.
(1)求数列 an 的通项公式；

(2)设数列
1

anan+1
 的前n项和为Tn，求证：Tn< 1

6 .

7 已知数列 an 是公差不为 0的等差数列，a1= 1，且 a1，a2，a4成等比数列；数列 bn 的前n项和

是Sn，且Sn= 2bn- 1，n∈N*．
(1)求数列 an ，bn 的通项公式；

(2)设 cn=
an+ an+1
anan+1

，是否存在正整数m，使得 c21+ c22+ c23+⋯+c2m>
31 an- 3 
bn+2

xn对任意n∈N*恒成

立？若存在，求m的最小值；若不存在，请说明理由．

8 ① 2nan 为等差数列，且 a3= 58 ；②
an

2n- 1 为等比数列，且 a2= 34 .从①②两个条件中任选一

个，补充在下面的问题中，并解答．

在数列 an 中，a1= 1
2 ， .

(1)求 an 的通项公式；

(2)已知 an 的前n项和为Sn，试问是否存在正整数 p，q，r，使得Sn= p- qan+r？若存在，求 p，q，r的

值；若不存在，说明理由.

9 已知数列 an 的前n项和为Sn，且满足 a1= 3，an= xan-1+n- 2 n≥ 2 ，其中 x∈R.
(1)若 x= 1，求出 an；

(2)是否存在实数 x，y使 an+ yn 为等比数列？若存在，求出Sn，若不存在，说明理由.

10 已知递增的等差数列 an 满足：a1= 1，且 a5,a8,a13成等比数列．数列 bn 满足：3Sn= 2+
bn n∈N∗ ，其中Sn为 bn 的前n项和．

(1)求数列 an , bn 的通项公式；

(2)设 cn= 1
an an+1+ an+1 an

,Tn为数列 cn 的前n项和，是否存在实数 λ，使得不等式Tn≤ λ≤Sn对一

切n∈N∗恒成立？若存在，求出 λ的值；若不存在，说明理由．

11 已知等差数列 an 中，a1= 2，公差 d> 0，其前四项中去掉某一项后 (按原来的顺序)恰好构成一

个等比数列．

(1)求 d的值．

(2)令 bn= 1
anan+1

，数列 bn 的前n项和为Sn，若Sn< λ2- λ- 12 对∀n∈N+恒成立，求 λ取值范围．

12 已知等差数列 an 中，公差 d≠ 0，a3= 5，a2是 a1与 a5的等比中项，设数列 bn 的前n项和为

Sn，满足 4Sn= bn- 1 n∈N* .
(1)求数列 an 与 bn 的通项公式；

(2)设 cn= anbn，数列 cn 的前n项和为Tn，若 λ Tn+ 18 ≤ 1对任意的n∈N*恒成立，求实数 λ的取值

范围.

13 各项均为正数的数列 an 的前n项和为Sn，Sn= 1
2 a

2
n+ 12 an，数列 bn 为等比数列，且 b1= a2,

b2= a4.
(1)求数列 an ､ bn 的通项公式；
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(2)记 cn=
3n- 2 ⋅ bn
an ⋅ an+2 ,n为奇数

3
bn
,n为偶数









，Tn为数列 cn 的前n项和，对任意的n∈N ∗.T2n≥ λ恒成立，求T2n

及实数的 λ取值范围.

14 已知正项等差数列 an 满足：a3n= 3an n∈N∗ ，且 2a1,a3+ 1,a8成等比数列．

(1)求 an 的通项公式；

(2)设 cn= 2an+1

1+ 2an  1+ 2an+1 
，Rn是数列 cn 的前n项和，若对任意n∈N∗均有Rn< λ恒成立，求 λ的

最小值．

15 已知 an 和 bn 均为等差数列，a1= b1= 1，a3= a1+ a2，b5= b4+ a2，记 cn=max b1-na1 ，b2-
na2，⋯，bn-nan (n= 1，2，3，⋯)，其中max x1 ，x2，⋯，xs}表示 x1，x2，⋯，xs这 s个数中最大的数．

(1)计算 c1，c2，c3，猜想数列 cn 的通项公式并证明；

(2)设数列
1

3- cn 2- cn 
 的前n项和为Sn，若Sn<-m2+ 4m对任意n∈N∗恒成立，求偶数m的

值．

16 设数列 an n∈N * 是公差不为零的等差数列，满足 a3+ a6= a9，a5+ a27= 6a9.数列

bn n∈N * 的前n项和为Sn，且满足 4Sn+ 2bn= 3.
(1)求数列 an 和 bn 的通项公式；

(2)在 b1和 b2之间插入 1个数 x11，使 b1，x11，b2成等差数列；在 b2和 b3之间插入 2个数 x21，x22，使 b2，x21，

x22，b3成等差数列；⋯⋯；在 bn和 bn+1之间插入n个数 xn1，xn2，⋯，xnn，使 bn，xn1，xn2，⋯，xnn，bn+1成等

差数列.
(i)求Tn= x11+ x21+ x22 + x31+ x32+ x33 +⋯+ xn1+ xn2+⋯+xnn ；

(ii)是否存在正整数m，n，使Tn=
am+1
2am

成立？若存在，求出所有的正整数对 m,n ；若不存在，请说明

理由.

17 设数列 an 的前n项和Sn= 4n-1，
(1)求数列 an 的通项公式；

(2)令 bn=
9an

(an+ 3) (an+1+ 3)
，记数列 bn 前n项和为Tn，求Tn；

(3)利用第二问结果，设 λ是整数，问是否存在正整数n，使等式Tn+ 3λ
5an+1

= 78 成立？若存在，求出 λ和

相应的n值；若不存在，说明理由．

18 已知数列 an 满足 a1= 1，an+1= an+ 2，Sn为 an 的前n项和.
(1)求 an 的通项公式；

(2)设 bn= -1 nSn，数列 bn 的前n项和Tn满足Tn-mn2> 0对一切正奇数n恒成立，求实数m的取

值范围.

19 设数列 an 的前n项和为Sn,且满足 3an- 2Sn= 1 n∈N * .
(1)求数列 an 的通项公式;

(2)记 bn=

1
2n- 1 2n+ 3 

，n为奇数

n
an

，n为偶数








，数列 bn 的前 2n项和为T2n，若不等式 -1 nλ<T2n+

24n
32 ⋅

1
9 

n
- n
4n+ 1 对一切n∈N *恒成立,求 λ的取值范围.
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20 已知数列 an 的前n项和为Sn，a1= 1，an+1= 2an+ 2n．

(1)证明数列
an
2n
 是等差数列，并求出 an；

(2)求Sn；

(3)令 bn=
Sn
3n

，若对任意正整数n，不等式 bn< m
2-m+ 11
27 恒成立，求实数m的取值范围．
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