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第3章函数与导数
模块1函数的概念与性质
第1节函数概念(★☆)
内容提要
这一节主要涉及求定义域、求解析式、求一类常见的分式型函数的值域这三类问题.
1.求定义域
(1)偶次方根：如，根号下的数非负，即；
(2)对数：，真数大于0，即；
(3)分式：如，分母不为0，即；
(4)零次方：中；
(5)正切：中；
(6)抽象函数求定义域：(i)定义域永远指自变量的取值集合；(ii)“”的括号范围恒不变.
2.求解析式常用(1)换元法，(2)待定系数法，(3)方程法.
3.型分式函数求最值：同除法、换元法、判别式法等.
类型I：求函数的定义域
[例1]函数的定义域为___________
答案：
解析：由解得：且，所以的定义域为.
[反思]函数的定义域一定要写成区间或集合的形式.
[变式]若的定义域为，则函数的定义域为___________
答案：
解析：定义域指的是自变量的取值集合，的定义域为在中，，所以，即的括号整体的范围是，抽象函数定义域遵循括号范围恒不变原则，所以在中，，解得：，故的定义域为.
总结
给出解析式求定义域，根据解析式有意义建立不等式求的范围即可：抽象函数求定义域，抓住两点：(1)定义域永远指自变量的取值集合，(2)“”的括号范围恒不变.
类型Ⅱ：几种求函数解析式的题型
[例2]已知，则___________
答案：
解析：欲求，可先将括号里的整体换元成，求出，
今，则，所以，故.
[反思]已知函数的解析式求的解析式：(1)令，则可化为，(2)由反解出，用表示，代入所给函数的右侧，从而求得；(3)由研究的取值范围，得到的定义域；(4)将的自变量换回成，得到.
[例3]已知是一次函数，且，则___________
答案：或
解析：已知了函数类型，用待定系数法求解析式，设，
则，即，
所以，解得：或，所以或.
[反思]若已知的函数类型(如一次函数、二次函数、指数函数等)求的解析式，可用待定系数法.
[例4]已知定义在上的函数满足，则___________
答案：
解析：看到和在同一个式子中，将换成，再构造一个函数方程，在中将换成可得，所以，将(2)代入(1)得：，整理得：.
[反思]类似地，若给出的是与的方程，则可将换成得到一个新的方程.
类型Ⅲ：一类分式函数的最值问题
[例5]函数的最大值为___________
答案：
解析：由题意，，当且仅当时取等号，所以.
[变式1]函数的最大值为___________
答案：
解法1：像这种分式函数，可令一次函数部分为，再分子分母同除以，令，则，所以，当且仅当，即时取等号，此时，故函数的最大值为.
解法2：把函数的解析式看成关于的方程，将方程变形，利用判别式研究的最值，将变形成，整理得：(1)，当时，把(1)看成关于的一元二次方程，其判别式，解得：，要得出的最大值是，还需验证等号能成立，可把代回看能否求出满足题意的，由可解得：，满足，所以函数的最大值为.
[变式2]函数的最小值为___________
答案：
解法1：二次函数型的分式函数，可以通过拆项把分子化为一次函数，将问题化归成变式1的类型，由题意，，由上一题结论可得.
解法2：将变形成，整理得：，当时，将该方程看成关于的一元二次方程，其判别式，解得：，要得出的最小值为，还需验证等号能成立，可将代回看能否求出满足题意的，由解得：，满足，所以函数的最小值为.
[变式3]函数的最大值为___________
答案：
解析：此处虽不是次函数，但可以把分子的看成一次的，故将其换元成，设，则，且，当且仅当，即时取等号，此时，所以函数的最大值为.
总结
、在处理时，数通法都是把一次次的部分换元成，转化为均值不等式模型求最值，若是，则可通过拆项化为.

第2节函数的单调性与奇偶性(★★☆)
内容提要
本节主要归纳函数的单调性、奇偶性相关考题，涉及的考点较多，先进行梳理.
1.单调性的运算结论：若函数和在区间上具有单调性，则
(1)若为常数，则函数与函数有相同的单调性.
(2)在区间上，若，则与单调性相同；若，则与单调性相反.
(3)若，则与单调性相同.
(4)若和单调性相同，则的单调性与它们也相同.
(5)，且和单调性相同，则的单调性与它们也相同.
2.复合函数的单调性判断准则：同增异减.
3.奇函数的性质：(1)；(2)图象关于原点对称；若处有定义，则.
4.偶函数的性质：(1)满足；(2)图象关于轴对称.
5.常见的几个奇函数
(1)；
(2)；
(3)；
(4)；
(5)；
(6).
6.奇偶性加减法结论：奇奇=奇；偶偶=偶；奇偶非奇非偶.
7.乘除法结论：(1)奇奇偶；奇偶奇；偶偶偶；(2)奇奇偶；奇偶奇.
8.无论是什么函数，函数和都是偶函数；若为偶函数，则.
9.若是奇函数或偶函数，则函数是偶函数.
10.多项式函数的奇偶性：
(1)当且仅当时，为奇函数；
(2)当且仅当时，为偶函数.
11.奇函数+常数小结论：若为奇函数，则对定义域内的任意实数恒成立，那么设，则；特别地，如图，因为的图象关于原点对称，所以的图象关于点对称，它必在关于对称的两个点处取得最大值和最小值，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/85bb/85bbde610f0a4d3f6d7aabbf0d20a95d_6473.jpg]
12.函数值不等式的解法：题干给出函数的解析式或满足的一些性质，让解像这样的不等式，这类题有两个常用解法：(1)画草图，由图解不等式；(2)利用单调性，转化为自变量的不等式来解.
13.本节会多次用到指数、对数的一些运算性质，先复习一下：
(1)指数的运算性质：.
(2)对数的运算性质：；

类型I：单调性奇偶性判断小题
[例1](2021·新课标Ⅱ卷)下列函数中是增函数的是
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：给的都是简单函数，想象其图象即可判断单调性，如图，只有为增函数，故选D.
[image: ]
[例2](2020·新课标Ⅱ卷)设函数，则
A.是奇函数，且在单调递增
B.是奇函数，且在单调递减
C.是偶函数，且在单调递增
D.是偶函数，且在单调递减
答案：A
解析：先看奇偶性，可用奇函数的和差结论判断，因为和都是奇函数，所以为奇函数，再判断单调性，可拆分成和两部分来看，由幂函数的性质，在上↗，在上]，所以在上↗，而，所以在上↗，故选A.
类型Ⅱ：根据奇偶性求参数的值
[例3]若函数是偶函数，则___________
答案：1
解析：偶函数抓住来分析即可，由题意，对任意的恒成立，所以，此式要进一步变形，可将同类型的项合并，所以，上式要对任意的恒成立，只能，所以.
[变式1]设函数是奇函数，则实数___________
答案：-1
解法1：根据奇偶性求参，用定义是通法，因为是奇函数，所以，从而，故，不恒为0，将其约去可得，整理得：，所以，因为，所以，解得：.
解法2：观察发现是偶函数，故也可只考虑后半部分，用结论快速求得的值，因为是奇函数，且是偶函数，所以是奇函数，在内容提要第5点中，我们归纳了形如的函数是奇函数，与对比可得.
[变式2](2022-全国乙卷)若是奇函数，则___________     
答案：
解法1：的解析式较复杂，不易发现该用奇偶性的哪个结论来求参，故考虑用定义处理，，注意到上式需对定义域内所有的恒成立，所以必定不随的变化而改变，所以，解得：.
解法2：涉及奇偶性，不妨先考虑定义域，要使有定义，则，由(1)可得，奇函数的定义域关于原点对称，故-1必定也不在的定义域内，于是由(2)解出的必为，所以，解得：，此时的定义域为，所以0在的定义域内，从而，故.第3章函数与导数
总结
根据奇偶性求参，定义是基本方法，但有的题目需要较强的计算能力才能顺利求解，若熟悉奇偶性的相关结论和一些常见的奇函数、偶函数，也可考虑用它们来快速求出参数的值.
类型Ⅲ：奇函数+常数结论的应用
[例4]已知为奇函数，，且，则___________
答案：-1
解析：由题意，，所以，
故.
[反思]当涉及“奇函数常数”时，要想到内容提要第11点的结论，，且若存在最值，则.
[变式1](2018-新课标Ⅲ卷)已知函数，则___________
答案：-2
解析：若能识别出这个部分是奇函数，那就好办了，下面先证明一下，设，则，所以为奇函数，而，所以，故.
[反思](1)本题的“奇函数+常数”结构隐含在解析式中；(2)是较常见的奇函数.
[变式2]已知函数，则(    )
A.-5
B.-1
C.3
D.4
答案：C
解析：只要发现为奇函数，以及和相反，剩下的和变式1一样，设，则，所以是奇函数，又，所以，因为，所以，故.
[变式3]已知函数的最大值为，最小值为，则___________
答案：2
解析：观察可得的最值不好求，所以不去求最值，的分子分母有相同的部分，先拆项，化为，其中这个部分为奇函数，从而可以利用对称性来求，，因为是奇函数，所以的图象关于点对称，故的图象上的最大值和最小值的两个点和也关于对称(如图)，由图可知.
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[反思]若为奇函数，，且存在最大值和最小值，则.
类型：函数值不等式的解法
[例5]定义在上的函数满足，且，则实数的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：由题意，在上↗，结合定义域，解得：.
[变式1]已知函数，若，则实数的取值范围为
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：本题没有直接给单调性，但给了分段形式的解析式，若将和代入解析式，则需讨论的情况较多，所以试试判断单调性，看能否用单调性来解不等式，由题意，在上↗，在上，和都，所以也↗，在间断点处，左侧函数值，右侧极限值，所以的大致图象如图，由图可知在上，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/cc6f/cc6f9d1bb717506bc5b3943cabac18de_5015.jpg]
[反思]无论题干是否给出解析式，在求解与有关的函数值不等式时，都应首先考虑单调性，这是比较优越的解法.
[变式2]已知函数，若，则实数的取值范围是___________
答案：
解析：涉及分段函数的函数值不等式，先画图看单调性，如图，在上不是严格的，不再等价于，应在此基础上补充和不能同时位于中间那一段，否则，因为，所以首先应有，解得：(1)，另一方面，和不能都在上，当它们都在上时，，解得：，所以当和不都在上时，或，结合(1)可得.
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[反思]相较于上一题，若分段函数不严格单调，在单调性上再补充自变量不同时位于水平的那段即可.
[变式3]已知函数，若，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：看到，考虑用的单调性来解，此处解析式较复杂，需求导判断单调性，由题意，，所以在上↗，
从而等价于，解得：.
[例6]已知函数，若，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：，与上题相比，右侧有个负号，不能直接用单调性求解，怎么办呢？观察发现为奇函数，所以负号可以拿到括号里面，下面先证明为奇函数，由题意，，所以是奇函数，从而，因为，所以在上↗，故等价于，解得：.
[反思]当我们看到这种结构的函数值不等式时，一定要看看是否为奇函数，若是，则可以移项结合奇函数转化为这种结构，再借助单调性来求解.
[例7]函数是定义在上的偶函数，且在上单调递增，若，则实数的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：和不一定在上，无法直接用在上的单调性来解，但注意到偶函数满足，故可由此将自变量化到上来，因为是偶函数，所以(1)，因为在上↗，所以，故，解得：.另外，得到不等式(1)后，也可画图来看，如图，离轴越远的自变量，对应的函数值越大，故.
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[反思]偶函数有关的函数值不等式中，常常会结合单调性求解.可以画出函数草图判断括号内的关系，也可以根据偶函数的性质，将括号内的值全部化到上进行考虑.
[变式]设，则使成立的的取值范围是(     )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：是定义在上的偶函数，(此处一定要看出是偶函数)将代入解析式求解较为麻烦，所以考虑单调性，因为是偶函数，所以只需判断在轴右侧的单调性，要求导吗？其实不用，拆分分析即可，当时，，而和都↗，所以在上↗，从而，故.

第3节抽象函数问题(★★★☆)
内容提要
1.轴对称：如果函数满足若，就有，则的图象关于直线对称.
记法：自变量关于对称，函数值相等，如图1.
2.中心对称：若函数满足若，就有，则关于点对称.
记法：自变量关于对称，函数值关于对称，如图2.
[image: ]
3.函数图象的对称轴和对称中心结论(规律：系数相反是对称，系数相同是周期)
	
	关于直线对称(当时，即为偶函数，关于轴对称)

	
	关于直线对称

	
	关于对称(当时，即为奇函数，关于原点对称)

	
	关于点对称


4.常见的周期结论：由均可得出周期为，其共同的特征是括号内的系数相同，所以像这种条件，也可得出周期为.
5.双对称的周期结论(可借助三角函数辅助理解)：
(1)如果函数有两条对称轴，则一定是周期函数，周期为对称轴距离的2倍.
(2)如果函数有一条对称轴，一个对称中心，则一定是周期函数，周期为对称中心与对称轴之间距离的4倍.
(3)如果函数有在同一水平线上的两个对称中心，则一定是周期函数，周期为对称中心之间距离的2倍.
6.原函数与导函数的对称结论：(无需死记结论，想象图象，能理解就行)
(1)若存在导函数，且有对称中心，则必有对称轴，如图和是关于对称的两个自变量，则在和处切线斜率相等.特别地，若为奇函数，则为偶函数.
(2)若存在导函数，且有对称轴，则必有对称中心，如图和是关于对称的两个自变量，则在和处切线斜率相反.特别地，若为偶函数，则为奇函数.
(3)若有对称中心，则不一定有对称轴，如图5，在的条件下，在关于对称的两个自变量和处，不满足，就不会得出像图4那样的关于对称的的图象；但若，如图6，则一定有对称轴，此时的大致图象如图4.特别地，若为奇函数，则必为偶函数.
(4)若有对称轴，则必有对称中心，如图7，在关于对称的两个位置和处有，说明在左右两侧对称位置的增长率完全相同，那么它一定会形成像图3那样的关于对称的图象.特别地，若是偶函数，则不一定是奇函数，只能得出关于对称，但不一定是0.
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类型I：单对称问题
[例1]已知函数满足，且在上为增函数，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：的图象关于直线对称，所以，因为，且在上为增函数，所以，故.[反思]本题的关键是由识别出的对称性.
[变式1]已知函数满足，且在上为增函数，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：关于点对称，又在上↗，所以的草图如图，由图可知在上，所以.
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[反思]本题只需由识别出的对称性，结合单调性想象图形就可以解题.
[变式2]已知函数满足，若函数有3个不同的零点，则___________
答案：3
解析：看到，马上想到的图象关于对称，要研究的零点，可将和分离，作图看交点，，函数没给解析式，只能从对称的角度来分析，由于和的图象也都于对称，故它们的交点关于直线对称，如图，设，则必有且，所以.
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[变式3]已知函数满足，若，则___________
答案：0
解析：，所以的图象关于点对称，而这几个函数值中，-1和3关于1对称，0和2关于1对称，所以和有关系，和有关系，㧓住这点就可以求了，在中取可得，所以，取可得，所以，故，又，所以.
总结
给出满足这类条件，一定要识别出它们分别表示有对称轴，对称中心，进而运用对称性分析问题.
类型Ⅱ：双对称推周期间题
[例2]偶函数的图象关于直线对称，，则___________
答案：3
解析：由题意，有对称轴和，所以的周期为4，故.
[反思]对称轴+对称轴周期，周期为对称轴之间距离的2倍.
[变式1]偶函数满足，且，则___________
答案：0
解析：由题意，关于点对称，
又为偶函数，所以关于轴对称，从而的周期为4，故，
在取可求得，所以.
[反思]对称轴+对称中心=周期，周期为二者之间距离的4倍.
[变式2](2018新课标Ⅱ卷)若是定义域为的奇函数，满足，若，则(    )
A.-50
B.0
C.2
D.50
答案：C
解法1：首先由双对称，推出周期，下面给出结论的推导方法，是奇函数，代入题干的可得，所以，从而，故是以4为周期的周期函数，所以，接下来还需计算和，不能只由周期来求，要结合奇函数满足这个隐含条件，在中取知，又，所以，故.
解法2：也可以分析已知条件，举一个具体的函数来求解答案，为奇函数有对称中心坐标原点，有对称轴，既有对称轴又有对称中心，在三角函数中比较好找，结合，可取，此时不难发现周期为，所以.
[变式3](2021新高考Ⅱ卷)已知函数的定义域为，且是偶函数，是奇函数，则下列选项中值一定为0的是
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：是偶函数向左平移2个单位是偶函数关于直线对称，题干给出是奇函数，这个条件怎么䣋译？实际上，它和为奇函数效果一样，都能得出关于点对称，理由如下，设，则是奇函数，所以，即，从而，令，则，故，所以关于点对称，从而周期为4，且，又的图象关于对称，所以，故，选B.
[反思]若的图象关于点对称，且在处有定义，则必有.
类型Ⅲ：涉及导数的抽象函数问题
[例3]已知是函数的导函数，若为偶函数，且在点处的切线方程为，则___________
答案：1
解析：为偶函数的图象关于直线对称，又在处的切线方程为，所以，我们的目标是求，可结合对称性来分析它们与的关系，如图，因为的图象关于直线对称，所以，且，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/6bc4/6bc43637f3e4e2d4ae8a9eded6ae3466_4223.jpg]
[反思]若函数的图象关于直线对称，则图象上关于对称的两个点处，函数值相等，导数值相反.
[变式1]已知是函数的导函数，为奇函数，设，且，则___________
答案：2
解析：先利用已知条件推出的对称性、周期性，再画草图看函数值，为奇函数向左平移1个单位后是奇函数关于点对称，所以，又，所以，如图，条件还给出了，可翻译成的对称性，并推导出的对称性，关于对称关于直线对称，(理由见内容提要5的(3))所以周期为4，且，从而，故.
[变式2](2022-新高考I卷)(多选)已知函数及其导函数的定义域均为，记，若均为偶函数，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：先把已知的均为偶函数翻译一下，可以翻译成和的对称性，
为偶函数的图象关于直线对称，为偶函数的图象关于对称，由内容提要5中的(4)知的图象关于点对称，所以是以2为周期的周期函数(双对称周期结论)，故也是以2为周期的周期函数，
A项，，而的值无法确定，故A项错误；
B项，周期为，因为的图象关于直线对称，所以必是的极值，从而，故，所以，故B项正确；
C项，的图象关于直线对称，故C项正确；
D项，周期为，又的图象关于直线对称，所以的图象在和处的切线斜率互为相反数，从而，所以，故D项错误.

模块2基本初等函数
第1节选解析式与选图象(★★)
内容提要
选解析式与选图象这种题，考查的是函数的性质，用排除法选答案是通法，一般可以从以下的一些角度考虑：(1)奇偶性；(2)特殊点(或某区间)的函数值；(3)单调性；(4)图象变化趋势(极限情况)等.
类型I：给解析式选图象
[例1](2022-全国甲卷)函数在区间的大致图象为
[image: ]
答案：A
解析：A、C为奇函数，B、D为偶函数，所以先从奇偶性排除两个选项，记，则是奇函数，排除B、D；选项A、C的差异为函数值的正负，当时，，故，排除C，选A.
[例2]函数的大致图象为(    )
[image: ]
答案：D
解析：选项A关于轴对称，其余关于原点对称，所以可先判断奇偶性，为奇函数，排除；
B和C、D在轴右侧附近函数值正负不同，所以计算轴右侧附近某处的函数值，例如，，从而可排除；
选项C、D怎么看呢？它们的明显差异是上的零点个数不同，所以可分析零点个数来排除，，所以在上有零点和，排除，选.
[例3]函数的大致图象为(    )
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答案：D
解析：所给图象中有关于原点对称的，有关于轴对称的，所以先判断奇偶性，为偶函数，排除A、C；选项B、D在时趋势不同，可分析极限来排除选项，当时，，注意到这个部分，尽管分子分母都趋于，但我们知道趋于的速率比慢，所以这部分极限为0，从而，排除，选D.
[反思]这三类函数，当时，函数值都趋于，但从增长速率来看，最快，其次，最慢.
类型Ⅱ：给图象选解析式
[例4](2021.浙江卷)已知函数，则图象为右图的函数可能是
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A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：这道题是给了图象，反过来让选解析式，我们应挖掘所给图象的性质，并用它们来验证选项是否与之吻合，这里图象反映的信息有奇偶性、上的单调性等方面，
A项，为非奇非偶函数，与图象不符，故A项错误；
B项，为非奇非偶函数，与图象不符，故B项错误；
C项，今，则，所以，
从而，即在处的切线斜率为正，与图象不符，排除C，选D.
也可直接分析选项的函数在上的单调性，当时，和均，且，所以在上为增函数，与图象不符，从而得出项错误.

第2节比较指、对数的大小：估算(★★☆)
内容提要
遇到比大小的题目，首选估算(在哪两个整数之间)，若估算比较不出来，就看题目形式：
1.形式不相近：作差作商或者寻找一个中间量来比较，例如和都在上，可把再与或等常见量比较.
2.形式相近：若结构完全相同，则直接构造函数分析；若形式类似，可考虑通过放缩成一致结构，再构造函数分析，这类题我们下一小节再研究.
3.若所给数据非常接近，且有部分数字重复出现，可以将重复出现的数字看成，构造函数分析，这类题难度较大，我们放在下一节单独研究.
类型I：估算、选择中间量辅助比较
[例1](2021.天津)已知，则三者的大小关系为
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：先进行祖略估算，判断各数据的正负，，显然和都大于0，所以最小，b、都为正，再看看它们与1的大小，，所以.
[反思](1)对数判正负口诀：同正异负，“同正”指底数和真数同时大于1或同时小于1，则对数为正，“异负”指底数和真数一个大于1一个小于1，则对数为负；(2)粗略估算往往是判断各数据与0，1等整数的大小关系.
[变式]设，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：先估计它们所在的整数区间，，通过简单的估算得到在上，不妨再比较和2的大小，得到更准确的范围，可作商来看，

[例2](2021-新高考Ⅱ卷)已知，则下列判断正确的是(     )
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：柤略估算知都在上，而，可能是中间量的提示，故把和比较，可化同底来看，，所以.
[变式]已知，则的大小关系为
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：祖略估算可得都在上，所以最大，再比较，当两个数据都在两相邻的整数之间时，可以先试试选两整数的中间值为中间量来比较，比如本题可选，所以，故.
总结
比较大小这类题，往往先尝试把各数据估算在相邻的两个整数之间，如等，看能否找出最大的一个或最小的一个，对于都在同样两个整数之间的数据，再选择与中点、三等分点等比较.
类型Ⅱ：综合比较大小
[例3](2020-新课标Ⅲ卷)已知，设，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解法1：粗略估算会发现都在上，所以不易通过简单的中间量法比较大小，此时可观察题目条件，给出的是指数关系，要比较的却是对数大小，所以要把指数化成对数研究，要比较的三个对数底数都不一样，化同底是基本的思考方向，先全部化为自然对数，



再把已知的两个不等式取自然对数，恰好也会出现这些数据，这样思路就出来了，，所以，所以，故；到此为止，已知的两个不等式都用了，接下来的比较得想其它办法，若没有方向，不妨对作差，，这里没有公式可用于计算，但有，可利用不等式来变乘为加，因为，所以，从而，故.
解法2：的比较同解法1，的比较也可以选用中间量法，但中间量不易发现，通过分析我们不难得出都在上，可尝试取区间中点作为中间量来比较，将与要比较的对数化同底来看，因为，所以要比较和的大小，只需比较与3的大小，把它们同时4次方可得，所以，从而，即，因为，所以要比较和的大小，只需比较和5的大小，把它们同时4次方可得，所以，从而，即，故.
[反思](1)上述解法中和的比较，可用中间量来比，但这一中间量不易发现，遇到这种情况，作差(或作商)比较也是一个好的选择：(2)当遇到对数乘积时，用不等式变积为和是可以考虑的方向.

第3节比较指、对数的大小：构造函数(★★★★)
内容提要
本节内容高考考得较难，所以本节诸多题目难度较高.
有的比较大小的题，所给数据非常接近，不易于通过简单的估算，或找一些中间量来比较大小，需要通过构造函数来解决问题，常见的题型可分为两类：
1.基于结构：要比较的数据结构相同，或可以通过变形化为相同(有的需要简单放缩)，我们可以从结构出发，构造函数比较大小.
2.基于数字：要比较的数据结构不同，但某个数字多次重复出现，这种情况我们可以考虑把重复出现的数字换成，构造函数比较大小.
提醒：本节解析中用到了一些常用的切线放缩不等式，如等，这些不等式证明都不复杂，也有清晣的图形背景(见下图)，在本节后续的解析中，这些不等式都直接使用，不会给出证明.
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类型I：基于结构来构造函数比较大小
[例1]设，则的大小关系为
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：因为都是指数式且形式结构相同，考虑构造函数，观察它们的底数和指数，可以发现指数相同，可构造帯函数比较，底数相同，可构造指数函数比较，因为在上↗，所以，从而；因为在上，所以，故，所以.
[例2]已知，则的大小关系为
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：只要把化为，三个数据结构就一致了，可构造函数分析，设，则，因为，所以，从而在上↗，在上]，这几个自变量不在同一个单调区间上，怎么办呢？那就化到同一个单调区间上去，注意到，而，所以，故.
[例3]((2020-新课标I卷)若，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：所给等式左右两侧结构类似，但又不完全相同，所以尝试让形式结构相同，左边已经很简单了，考虑将右边朝左边的结构转化，，此时除了-1，其余部分与左侧结构相同，所以丢掉-1，让两侧结构完全一致，构造函数分析，由题意，，设，则，因为在上↗，所以.
[例4](2022-全国甲卷)已知，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：先观察的共同点，它们的指数部分都是，减的数都是底数加1，可将调整为，把调整为，则两式的差异就只是把10换成了8，从而联想到构造函数，因为，所以，显然，设，则，且，所以要比较的大小，只需比较的大小，下面先求导研究的单调性，易求得，所以在上↗，又，所以，从而在上↗，故，所以.
总结
基于相同结构构造函数，是构造的题型之一，有的题本身就有相同的结构(如例1)，有的简单变形即可同构(如例2)，有的同构前需要简单放缩(如例3)，还有的同构形式则较为隐蔽(如例4).
类型Ⅱ：基于数字来构造函数比较大小
[例5](2022·新高考卷)设，则
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：的结构不相同，所以从数字入手分析，先比较和中的0.1和中的有什么联系？
事实上，，数字0.1多次出现，把0.1换成，则，所以只需比较与1的大小，从而构造函数，注意到，故只需比较和，设，则，所以在上]，从而，故，两端同时除以9可得，即；再比较和，观察数字，，故问题即为比较当时，与的大小，从而构造函数，因为，故可将定义域规定为，设，则，此处提到外面是为了让与其余含的部分相乘，使于再求导研究中括号内那部分的单调性，今，则，所以在上↗，又，所以，故，从而在上↗，
所以，即，也即，所以，故.
总结
当要比较的数据结构不同时，可观察看是否存在某个数字多次重复出现的现象，若是，则可考虑把重复出现的数字换成，构造函数比较大小.

第4节比较大小的高阶方法
内容提要
由于构造函数比较大小思维量大，不易想到，所以本节归纳了一些二级结论和常用的近似值，用它们可以解决诸多比大小的问题，故本节内容可看成是上一节的补充.由于本节包含不少超出教材范围的结论，所以同学们可选择性地学习.
1.糖水不等式：设，则.
2.常用的泰勒展开式：比较指、对、幂、三角代数式的大小，可考虑用下面的泰勒展开式来估算，需注意下述展开式只在附近的近似效果比较好，且阶数越高，求得的值越精确，一般取展开式的前3项就满足精度要求了.
(1)；
(2)；
(3)；
(4)；
(5).
3.常用的近似值：.
类型I：糖水不等式的应用
[例1]设，则___________b.(填“>”或“<")
答案：<
解析：和底数不同，先用换底公式化同底，，
换底后分母不一样，若能变成相同，则更易于比较，可用糖水不等式把分母化为相同，
由糖水不等式，.
[反思]运用糖水不等式，可以将换底后分母不同的式子化为分母相同，从而只需比较分子，使问题简化.
[变式]设，则___________b.(填“>”或“<")
答案：>
解析：和底数不同，先用换底公式化同底，，其中的分子分母均为负数，为了便于比较，化成正的，可上下同乘以-1，所以，此时发现分母比分子小，可考虑先取倒数，再用糖水不等式化为分母相同的形式比较，，由糖水不等式，，结合均为正数可得.
类型Ⅱ：泰勒展开的运用
[例2](2021-全国乙卷)设，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：由题意，，排除A、D；观察选项发现只需再比较和，可用泰勒展开式来近似计算它们，再比较大小，由内容提要，可以看到，随着的指数升高，当接近0时，后面那些项将变得越来越小，故可取前3项来近似计算，所以，故，在内容提要2的式(3)中令可得所以，故，所以，从而，排除C，故选B.
类型Ⅲ：常见对数值的应用
[例3]若，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：观察发现可用泰勒展开近似计算，可用近似数据估算，
由内容提要，
所以，
，故.
总结
若能记住这些常用的对数值，在比较大小的题目中说不定有妙用.

模块3分段函数
第1节分段函数基础题型(★★)
内容提要
本节主要归纳两类常见的分段函数基础题型.
1.分段函数求值：包括给自变量求函数值，给函数值求自变量.我们将从最简单的给分段函数的解析式，让求这类求值问题出发，演变到求，再到给，让求，以及给，求等一系列问题，通过解决这些问题，我们可以逐步感悟分类讨论、数形结合的数学思想在解决分段函数问题中的广泛应用.
2.根据分段函数的单调性求参数范围：这类题考虑下面两点即可.
(1)每一段的单调性；(2)分段点左右两侧的大小.
类型I：分段函数求值
[例1]已知函数，则___________
答案：6
解析：2位于这段，代入解析式即可，.
[变式1]已知函数，则___________
答案：2
解析：双层函数值计算，先计算里面那一层，，所以.
[变式2]已知函数，若，则___________
答案：6或2
解析：因为不确定与2的大小关系，所以通过分类讨论，代入解析式，
当时，则，解得：，所以；
当时，则，解得：，
若，则；若，则；
综上所述，或2.
[反思]分段函数问题中，不确定自变量处于哪一段时，可以分类讨论，但各类情况下求得的结果，必须检验是否满足讨论的前提.
[变式3]已知函数，若，则___________
答案：4或
解析：先将内层的换元成，化整为零，令，则即为，因为的解析式较为简单，所以可结合图象来解方程，
函数的图象如图1，由图可知直线与该图象有2个交点，方程的解为或3，所以或，接下来又可通过观察直线和与图象的交点，来解这两个方程，如图2，直线与的图象没有交点，直线与的图象有3个交点，它们的横坐标分别为，所以或4.
[image: ]
总结
对于分段函数，若给自变量求函数值，只需注意该代哪一段即可；而若给函数值，让求自变量，则需讨论自变量在各段的情形；若给出让求，可先令，通过画图求出，再来求.
类型Ⅱ：根据分段函数的单调性求参数范围
[例2]已知函数是上的单调递增函数，则实数的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：分段函数整体单调，分别考虑每一段的单调性，以及间断点处的拼接情况即可，
首先，在两段上均，所以，解得：；
其次，间断点处，应有，解得：，故实数的取值范围为.
[变式]已知函数，数列满足，且是递增数列，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：是递增数列对任意的恒成立恒成立，除了在两段上要分别外，此处由于是数列，所以间断点处只需即可，从而应有，解得：.
总结
给出分段函数的单调性，让求参数范围，这类题除了考虑各段的单调性外，还需注意间断点处的拼接情况，若为增函数，则间断点右侧不能在下方，若为减函数，则间断点右侧不能在上方.

第2节分段函数中的动态分段点问题(★★★)
内容提要
上一节我们学习了当分段函数解析式含参时，怎样根据函数的单调性求参数的范围，本节我们归纳当参数在分段点上时的有关问题，此时分段点是随着参数的变化而变化的，由此衍生出的函数问题，如研究零点、最值等，往往采用分类讨论或数形结合的方法求解.
类型I：研究分段点含参的分段函数的零点
[例1]已知，若函数有两个不同的零点，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解法1：分段函数研究零点，分段分别考虑，注意到在和上均，所以要使有2个零点，应满足在和上各有1个零点，当时，，令可得，因为，所以，故-1是的1个零点；当时，，令可得，所以，故.
解法2：在两段上的解析式都很简单，可画图分析，注意到，所以按和的大小来讨论，先把和的完整曲线画出来，如图1，当时，的图象如图2，由图可知在和上各有1个零点，满足题意；当时，的图象如图3，由图可知仅在上有1个零点，不合题意；当时，的图象如图4，由图可知仅在上有1个零点，不合题意；综上所述，的取值范围是.
[image: ]
[变式]已知函数，其中，若存在实数，使得方程有三个不同的实数解，则的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：由题意，问题等价于存在直线与的图象有3个交点，
要画的图象，可研究其单调性，先把那一段的绝对值去掉，将解析式细分为三段，当时，；当时，；所以在上]，在上↗；当时，，所以在上]；
记图象上的两个分段点分别为，按的位置关系可将图象分三类，若等高或在的上方，如图1、图2，都不存在直线与的图象有3个交点；若在的下方，如图3和图4，存在直线与的图象有3个交点，所以，故.
总结
含参的分段函数问题，常考虑画图辅助分析，想象分段点变化时图形的运动过程，抓住关键位置，但注意不要遗漏.
类型Ⅱ：研究分段点含参的分段函数的最值
[例2]已知函数，若存在最小值，则实数的取值范围是
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：注意到当时，，所以在上]，按间断点处左右两侧的位置关系，的图象可能的情形有3种，如图，其中图1和图2，存在最小值，所以，故.
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[反思]对于分段函数，需要尤其重视分段处实心、空心点.空心点处函数值取不到，意味该点不能产生零点、交点、最值.

第3节等高线问题(★★★)
内容提要
本节归纳分段函数中的等高线问题.例如，题干给出分段函数满足，让求某个关于和的式子的取值范围，这类题常设，将与都用表示，再代入目标代数式求范围.
[例题]已知函数，若，且，则的最大值是(    )
A.
B.1
C.2
D.
答案：B
解析：欲求的最大值，先通过设将变量统一起来，设，如图，由图可知，且，所以，故，这样变量就统一起来了，接来下将右侧构造成函数，求导研究最值，设，则，所以在上↘，从而，故的最大值为1.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/9333/9333d42ddfac1e13688ad89d938200a4_2494.jpg]
[变式]已知，若且，则的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：欲求的取值范围，先通过设将变量统一起来，设，如图，直线和的图象得有3个交点，所以，且，所以，因为，所以，从而，故，又，且，所以，从而，故，而，所以，注意到，所以将换元，可简化表达式，设，则，且，设，则，所以，从而在上↘，在上↗，故，又，所以的值域为，即的取值范围是.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/7f7b/7f7bfe2b848c0ad665b7af79657d4df8_6303.jpg]
总结
对于分段函数下出现的函数值相等条件，一般会设出等式(或连等式)的值，将变量统一，进而将题设问题转为为函数问题来研究.

模块4零点问题
第1节判断函数零点所在区间(★★)
内容提要
本节归纳如何判断函数零点在哪个区间这类问题，先梳理一下零点的概念和零点存在定理.
1.零点的定义：满足的叫做的零点.(注意：零点不是点，而是数)
2.是的零点是的图象与轴交点的横坐标.
3.零点存在定理：若在上的图象是一条连续不间断的曲线，且，则在上有零点.需注意，在零点存在定理中，是有零点的充分条件，不是必要条件，即使不满足在上也可能有零点.
判断零点所在区间，抓住端点值、单调性这两点就可以了.若遇到端点处函数值无意义的选项，可先判断其他选项，若一定要判断此选项，则使用极限分析趋势.
[例题]函数的零点所在的一个区间是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：注意到和都在上》，所以在上，故最多1个零点，要判断零点所在区间，只需看哪个区间端点函数值异号，下面从选项开始验证，因为，所以在上没有零点；又，所以，从而在上有零点，故选B.
[反思]像这种单选题，无需判断单调性，直接验证端点值是否异号即可，解析为了严谨，故而判断了单调性.
[变式1]函数的零点所在的区间是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：因为和都入，所以也↗，故最多1个零点，要判断零点所在区间，只需看哪个区间端点函数值异号，选项的无意义，故分析极限，因为当时，，所以在上无零点；又，所以在上无零点；因为，所以在上无零点；因为，所以，故的零点所在的区间为.
[变式2]若函数在区间上存在零点，则实数的取值范围为(     ))
A.
B.
C.
D.
答案：C
解析：先判断的单调性，
因为和在上都，所以在上也↗，如图，在上存在零点等价于，即，故.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/a28e/a28e4f988dc895e9076ebb8169f81ab8_4193.jpg]
[变式3]已知函数且，若当时，的零点，则___________
答案：2
解析：本题其实就是问的零点在哪两个相邻的正整数之间，可以先判断单调性，再代值计算，因为，所以和都，故也，因为，所以，又，所以，从而的零点在上，故.

第2节函数零点小题策略：不含参(★★)
内容提要
不含参的函数零点小题一般有两种处理方法：
1.令，解方程，得出零点个数.
2.将等价变形成和图象的交点个数，即为的
零点个数.等价变形成什么样子，应该以便于作图分析为考虑方向.
[例1]函数的图象与的图象的交点个数为
A.3
B.2
C.1
D.0
答案：B
解析：直接画图看交点，因为的对称轴是，
所以画图时注意这个关键位置，
如图，因为，所以两图象有2个交点.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/a28e/a28e4f988dc895e9076ebb8169f81ab8_7842.jpg]
[例2]函数的零点个数为___________
答案：2
解析：直接画的图象不方便，所以先将等价变形一下再作图看交点，，如图，与有两个交点有2个零点.
[image: ]
[反思]当直接求解的零点不方便时，可考虑将方程等价变形成的形式，画和的图象看交点个数，变形应注意“等价”和“作图方便”两点.
[变式]函数的零点个数为___________
答案：3
解析：分段函数研究零点个数，可分段来看，第一段比较简单，直接解方程，当时，在有1个零点；第二段的零点解不出来，所以等价变形，再画图看交点，当时，，作出和的图象如图，由图可知两图象有2个交点，所以在上有2个零点；故共有3个零点.
[反思]分段函数的零点可分段研究，在每一段上，若零点燃求出，则直接求，否则等价变形看交点.
[例3]定义在上的函数周期为2，当时，，设，则函数的零点个数为(    )
A.1
B.2
C.3
D.4
答案：B
解析：，下面作图看交点，由于只在直线和之间部分有图象，所以作图时需注意的图象与该两直线的交点的位置，令可得，即，故；同理可得，，如图，由图可知两图象有2个交点，故选B.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/abc5/abc5f4ed2a9167bbd93798db41b65654_1403.jpg]
[反思]务必注意空心点和实心点，空心点处必定不是交点.
[变式]函数在区间上的所有零点之和为(    )
A.0
B.
C.
D.
答案：C
解析：零点无法求出，故等价变形看交点，(1)，为了便于作图，把除过去，先考虑其能否为0，当时，方程(1)不成立；当时，方程(1)等价于，接下来作图看交点，不难发现和的图象都关于点对称，所以它们的交点也关于点对称，要分析两图象的交点个数，应抓住这个关键位置，当时，，所以两图象如图，由图可知它们共有这4个交点，其中与与关于对称，所以，故，即在上所有零点之和为.[反思]当题干让求零点之和时，可以考虑利用图象的对称性求解.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/1a41/1a4198fe3405bf6c8dd3284af9dc9510_6175.jpg]

第3节函数零点小题策略：含参(★★★)
内容提要
题干给出带参的函数的零点个数，让求参数的取值范围，这是不是我们在复习过程中经常遇到的一类题？这类题我们有两种常用的处理方法：
1.全分离：将方程等价变形成的形式，研究水平直线与函数图象的交点的个数；
2.半分离：将方程等价变形成的形式，研究和这两个函数图象交点个数，这种解法中切线和端点的位置往往是临界状态，需要重点关注.
[例1]已知函数有两个零点，则实数的取值范围为___________
答案：
解法1：由题意，有两个零点方程有两个实根，此方程无法直接解，尝试分离作图，研究交点，先试试全分离，，所以问题等价于直线与函数的图象有两个交点，为了画出此函数的图象，可先求导研究单调性，设，则，所以，从而在上↗，在上]，且，据此可作出的大致图象如图1，由图可知当且仅当时，有两个零点，故实数的取值范围为.
解法2：对方程的研究，解法1用了全分离，下面试试半分离，因为，所以问题等价于直线与函数的图象有两个交点，而表示过定点且斜率为的直线，注意到函数的图象的过点的切线方程为，如图2，当直线位于切线和水平线之间时，才会与的图象有两个交点，所以实数的取值范围为.
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[变式]已知函数有两个零点，则实数的取值范围为___________
答案：
分析：由题意，有两个零点等价于方程有两个实根，
接下来若用全分离，则可将变形成，
注意到右侧的函数用初等的方法无法研究当时，函数值的极限，
所以在高中数学的范畴内，本题用全分离无法求解，从而转向半分离.
解法1：先尝试一种简单的半分离，可将方程等价变形成，
下面直接讨论取不同值时，的图象与直线的交点情况，
讨论的分界点是“的正负”和“切线”这两个临界状态，与相切时，，
当时，如图1，两个图象只有一个交点，所以只有1个零点，不合题意；
当时，有1个零点，不合题意；
当时，如图2，两个图象有2个交点，满足题意；
当时，如图3，两个图象只有1个交点，不合题意；
当时，如图4，两个图象有2个交点，满足题意；
综上所述，实数的取值范围为.
解法2：可以发现解法1半分离的方式导致模型较复杂，但若将也除到右边，可以使问题的模型转化为直线绕定点旋转，图形的运动过程更简单，
，下面我们把除过去，先考虑等于0的情形，
当时，方程即为，解得：，不合题意；
当时，方程，
所以问题等价于直线和函数的图象有2个交点，
注意到函数的图象上处的切线方程为，如图3，
所以当且时，如图5、图6，直线和函数的图象有2个交点，故且.
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[反思]上面两道题，参数在不同的位置，解题过程略有不同，但核心思路始终是分离参数，具体用半分离还是全分离，主要看怎么分离可使函数更好作图分析.在此基础上函数可以变得更复杂，但问题的实质都是分析参数的改变所带来的图形的运动过程.
[例2]若函数在上有三个零点，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：为了使于作图，将进行半分离，，
所以问题等价于曲线和曲线有3个交点，
当参数发生变化时，曲线会怎样运动？它实际上就是折线在水平方向上平移，
作出图象如下，两个临界状态如图中的(1)和(2)，
对于(1)，满足直线过点，所以，
解得：；
对于(2)，满足直线与的图象相切，
，令得：，所以切点为，
代入可求得，故实数的取值范围为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/f112/f1121a00080d6d0cdadcb15c0d55d38e_4981.jpg]
[反思]可以看到，本题的模型变得更复杂了一些，但我们分析问题的方法，仍然和前面几道题一样，本题由于参数在绝对值里面，所以不易将其全分离，故用的半分离.
[例3](2018新课标卷)已知函数，若存在2个零点，则的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：C
解法1：将方程进行半分离，研究交点，，
所以问题等价于函数的图象与直线有2个交点，作出图象如图1，
当直线位于直线下方(含重合的情形)时，与函数的图象有2个交点，
故直线在轴上的截距，解得：.
解法2：将方程进行全分离，研究交点，也是可行的，，
设，则在上均，函数的草图如图2，由图可知当且仅当时，直线与函数的图象有2个交点，所以.
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[反思]即使函数类型变为分段函数，这类题也可以考虑用全分离、半分离来进行求解.
[例4]若函数有2个零点，则实数___________
答案：或0
解析：先将半分离，便于作图分析交点，，
若直接画和的图象来分析交点，则较为麻烦，所以考虑两端取对数，把指数部分拿出来，让含参一侧更简单，而当时不能取对数，所以先考虑这种情况，当时，不成立；当时，，所以问题等价于直线和曲线有2个交点，可能的情况有或如图所示的两种情况，图中两条切线的方程为和，所以，即，故或0.
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[反思]为了便于作图，不仅可以通过移项、同除等方法来半分离，对于指数含参的等式，还可以考虑两端取对数将参数从指数部分剥离.

模块5复合函数综合
第1节复合函数方程问题(★★★★)
内容提要
含有这类结构的方程称为复合函数方程，复合函数方程问题一般用换元法来求解，可设内层的函数为，将一个双层的方程问题化归成两个单层的方程问题来处理.由于复合函数方程相关模拟题颇难，所以本节整体难度较高.
类型I：不含参的复合函数方程问题
[例1]已知函数，则函数的零点个数为(    )

答案：C
解析：在零点问题中，看到复合函数结构，一般会将内层换元成，先解，再解，由题意，，设，则，
可观察直线与图象的交点来求解此方程，
如图1，的解是或，求出了，代回，所以或，
如图2，的零点个数即为直线和与图象的交点个数，
由图可知交点个数为3，故选C.
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[变式]已知函数，则函数的零点个数是
A.2
B.3
C.4
D.5
答案：D
解析：仍是双层结构，研究零点时可将内层换元成，先解，再解，设，则即为，下面画图看的解的情况，当时，，所以，故在上↗，因为，所以在上有唯一的零点，且，又，所以函数的大致图象如图1，由图可知有三个解，下面将这三个解代回再看的解的个数，所以或或，从而或或，故只需看直线和函数的图象共有几个交点，如图2，上述三条水平的直线与函数的图象共有5个交点，故选D.
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总结
研究函数的零点，可设，先由求出，再代回解.
类型Ⅱ：含参的复合函数方程问题
[例2]已知函数，若方程有5个不同的实数根，则实数的取值范围为(    )
A.0
B.
C.
D.
答案：B
解析：将看作一个整体，原方程可分解因式，由题意，，所以或，原方程有5根等价于上述两个方程共有5根，即直线和与的图象共有5个交点，如图，直线与的图象有2个交点，所以与的图象应有3个交点，故.
[反思]本题研究5根的组成方式是求解范围关键，由于有2根，所以必有3根，从而据此求得的取值范围.
[变式]已知函数，若有5个零点，则实数的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解析：，此方程中含的部分是的整体结构，将其换元成，设，则，此处不易分解因式，所以直接分析该方程根的分布情况，函数的大致图象如图1，由图可知，当变化时，方程的解的个数可能为，所以要使有5个零点，方程应有2个解，且和分别有3个、2个解，从而，而0不是方程的解，所以只能，接下来就是一元二次方程根的分布问题了，可根据根的分布，画出对应的二次函数可能的图象，二次函数的大致图象只能如图2或图3，若为图2，则，解得：；若为图3，则，解得：，经检验，此时方程的另一根为2，所以不会出现图3所示的情形，故不合题意；综上所述，实数的取值范围是.
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[反思]与例2相比，本题的核心仍是基于研究5根的组成方式来求的范围，不同之处在于令后得到的方程不好求解，故画图分析可能的解的个数，进而发现5根的组成方式只能为.
[例3]设函数，若方程有4个实根，则实数的取值范围为___________
答案：
解析：设，则即为，此方程无法直接解，可画图来看解的情况，由题意，，所以，故在上↗，在上↘，又，所以的大致图象如图1，由图可知直线和的图象的交点个数可能为，那么交点个数为0或1行不行？为0则原方程无解，显然不行；为1呢？也不行！的大致图象如图2，所以1条水平直线与该图象可产生个交点，故原方程最多3根，从而与的图象必须有2个交点，即方程有2根，所以，由图1知此时的两根满足，现在我们来看看直线和与图象的交点情况，如图2，与的图象必有3个交点，所以应与的图象有1个交点，故，怎样能使呢，又回到图1来看，注意到，由图可知要使，只需.
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[反思]本题令后所得的方程不再是一元二次方程，但是你看，解题的思路还是大同小异吧？先分析的根的分布情况，再研究的解的个数.结合上面的几道题，相信你已摸清本节题型的思考流程.

第2节复合函数不等式问题(★★★★)
内容提要
含有这类结构的不等式称为复合函数不等式，类似于上一节，复合函数不等式问题依然首选换元法求解，将内层的函数整体换元成，将一个双层的不等式问题化归成两个单层的不等式问题来处理.
[例题]设函数，若，则实数的取值范围为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：看到复合结构的不等式，想到将内层的换元成，化整为零，设，则即为，函数的图象好画，故直接画图来看的解，函数的大致图象如图1，由图可知或，所以或，函数的大致图象如图2，要求解上面的两个不等式，先求出和与该图象交点的横坐标，或或0，由图可知直线和与的图象的交点的横坐标分别为和4，所以不等式的解为，不等式的解集为，
故实数的取值范围为.
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[变式]设函数，若对任意的恒成立，则的取值范围为___________
答案：
解析：看到复合结构，先将内层的换元，设，则即为，直线和函数的图象如图，或0，由图可知，所以问题等价于恒成立，即，化简得：，故恒成立，因为，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/00de/00de4dbeacd6d9f003672a64fb6baad6_3710.jpg]
[反思]处理复合结构的不等式，关键技巧是将内层换元，转化为两个简单结构的不等式求解.
[例2]已知偶函数满足，且当时，，若关于的不等式在上有且仅有12个整数解，则实数的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：不等式不易直接解，所以先研究的图象性质，再画图来看，为偶函数的图象关于轴对称，的图象关于对称，所以是以8为周期的周期函数，当时，，所以，从而，故在上↗，在上↘，又，所以在上的大致图象如图，由图可知恒成立，所以且，其中可排除掉图象上这3个横坐标为整数的点，从而问题可以看成上的其余横坐标为整数的点中，落在直线上方的有12个，由图可知，应有.
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[反思]整数解问题，一般可转化为图象上横坐标为整数的点与动直线的位置关系问题来处理.

模块6导数基础
第1节函数图象切线的计算(★★)
内容提要
函数的切线方程相关计算在高考中主要有以下几类题型：
1.求曲线在点处的切线：切线的䊀率，结合切点坐标可知切线的方程为.
2.求曲线过点的切线：由于不知道切点坐标，故需设切点为，写出切线方程为，将点代入得到，由此方程解出，得到切点坐标，即可求出切线的方程.
3.已知直线为已知的常数)与含有参数的函数的图象相切，求和切点.这类问题的处理方法是：如图，设切点横坐标为，可从切线斜率即为以及切点为切线与函数图象交点两方面建立方程组，解此方程组即可求出和的值.
4.两个函数和的图象有公切线，这类题一般先设公切线与两个图象的切点分别为，再写出在点处和在点的切线方程，比较系数建立方程组，研究方程组解的情况.
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类型I：求函数在某点处的切线
[例1]函数在点处的切线方程为___________
答案：
解析：由题意，，所以，故所求切线方程为.
[变式1](2020-新课标I卷)曲线的一条切线的斜率为2，则该切线的方程为___________
答案：
解析：已知切线斜率，可先由此求切点，，今得：，所以，代入可得；所以切点的坐标为，故所求切线方程为，即.
[变式2]已知是定义在上的奇函数，当时，，则曲线在处的切线方程为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：
解法1：奇函数中，已知时的解析式，可先求出时的解析式，由题意，当时，，所以当时，，故，所以，故所求切线方程为，即.
解法2：也可直接由的解析式求，再用奇函数的对称性得出，由题意，当时，，所以，故，又为奇函数，所以，(原因见反思)，故所求切线的方程为，整理得：.
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[反思]如图，奇函数在关于原点对称的位置切线斜率相等，偶函数在关于轴对称的位置切线斜率相反.
类型Ⅱ：求函数过某点的切线
[例2](2022.新高考Ⅱ卷)曲线过坐标原点的两条切线的方程为___________
答案：
解析：曲线如图，由对称性，可先求该曲线位于轴右侧部分的过原点的切线，此部分的解析式为，由于不知道切点，所以设切点为，因为，所以该切线的方程为，将原点代入可得：，解得：，故切线的方程为，整理得：，由对称性可得另一条切线为.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/6b88/6b8848b6e7183dee65fa2f6ae708f13c_8104.jpg]
[变式1]曲线过点的切线方程为___________
答案：或
解析：不知道切点，先设切点，设切点为，由题意，，所以切线方程为(1)，将点代入得：，整理得：，解一元三次方程可先试根，观察可得是上述方程的一个解，那么因式分解就有了方向，，所以，解得：或2，代入式(1)得所求切线为或.(两条切线如图)
[反思]求函数过某点的切线方程，常按设切点，写出切线方程，将已知点代入求得切点的流程求解.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/1987/1987226706327fc9762ea00cf45aad8e_9116.jpg]
[变式2](2021.新高考I卷)若过点可以作曲线的两条切线，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：D
解法1：不知道切点，可先设切点，设切点为，因为，所以切线方程为，将点代入整理得：，故问题等价于关于的方程有2个实数解，接下来将看成自变量，构造函数分析，设，则，所以，故在上↗，在上》，又，所以的大致图象如图1，方程有2个实数解等价于直线与的图象有2个交点，由图可知.
解法2：也可画的图象分析点的位置，曲线及其渐近线轴将平面直角坐标系分成4部分，可分别考虑某点位于这4个部分时，过该点可作曲线几条切线，如图2，对于曲线上方的点，如图2中的点，作不出过点的切线；
对于曲线上的点，显然只能作1条切线；
对于曲线和轴之间的点，如图2中的，过可作2条切线，此时，点的纵坐标应大于0且小于在处的函数值，所以；
对于轴上或轴下方的点，如图2中的点，只能作1条切线；综上所述，.
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[反思]数形结合是一种重要的数学思想，像这种研究过某点可作某函数图象几条切线的问题，若函数的图象较为简单，则画图分析往往是优越的解法.
类型Ⅲ：已知某直线与函数相切求参
[例3]已知直线与曲线相切，则___________
答案：2
解析：，设切点横坐标为，
如图，，
由(1)可得，代入(2)可解得：，所以.
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总结
已知某直线与某函数图象相切这类问题，常抓住切点处导数等于切线斜率、切点是切线与函数图象交点这两点来建立方程组.
类型Ⅳ：两个函数图象的公切线问题
[例4]已知直线是曲线与的公切线，则的方程为___________
答案：或
解析：直线与两曲线的切点均未知，可设两个切点，分别写出切线的方程，比较系数，如图，设两个切点分别为，因为，所以的方程为，整理得：(1)，又，所以的方程为，整理得：(2)，由于(1)和(2)都是切线的方程，所以，由(3)可得，代入(4)得：，
化简得：，解得：或0，代入(1)得直线的方程为或.
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[变式]若曲线和曲线存在公切线，则的最大值为___________
答案：
解析：涉及两曲线的公切线问题，考虑设两个切点，分别写出切线，再比较系数，设公切线与所给两曲线的切点分别为，因为，所以公切线为，整理得：(1)，因为，所以公切线也为，整理得：(2)，比较(1)(2)可得，要分析的最大值，应把反解出来，并消元化单变量函数分析，(3)(4)可得，所以(5)，由(4)可得，所以，接下来可将看成自变量，构造函数求导分析最大值，设，则，所以，故在上↗，在上]，所以，由(5)知，所以的最大值为.
总结
不同切点处的公切线问题，常设两个切点，分别写出切线方程，比较系数建立方程组求解或分析解的个数.

第2节氷元参函数的单调区间、(★★)
内容提要
求单调区间、极值、最值是导数的高考导数题第1问的常考题型，这一节先研究不含参的情况，我们求出导函数后，若能直接判断正负，则直接判断；否则，可继续求导.
类型I：只需求一次导
[例1](多选)已知函数，则(    )
A.有2个极值点
B.有3个零点
C.点是曲线的对称中心
D.直线是曲线的切线
答案：
解析：由题意，，所以或，故在上↗，在上]，在上↗，所以有2个极值点，故项正确；
三次函数有3个零点的充要条件是2个极值异号，如图1，因为，所以本题实际的情况如图2，由图可知有且仅有1个零点，故B项错误；
若点是曲线的对称中心，则将该曲线左移1个单位，再下移3个单位，得到的曲线关于原点对称，应为奇函数，所以C项等价于是奇函数，因为，所以是奇函数，故C项正确；
直线的斜率为-3，故只需求出的斜率为-3的切线，与对比即可判断D项是否正确，今可得：，解得：，又，所以的斜率为-3的切线方程为，整理得：，故D项正确.
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[反思]三次函数必有对称中心，特别地，若有极值点，则对称中心恰好为图象上极值点处的两个点的中点，如图，熟悉这一结论，选项可直接判断.
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[例2]已知函数，求的单调区间与极值.
解：由题意，，所以，故的单调递减区间为，单调递增区间为，故有极小值，无极大值.
[变式]已知函数，求的单调区间与极值.
解：由题意，，所以或，
从而的单调递增区间为，单调减区间为，
故有极小值，极大值.
[反思]当函数有多个单调递增区间(或递减区间)时，不要用并集符号连接，用逗号隔开即可.
[例3](2022-全国乙卷)函数在区间的最小值，最大值分别为
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：欲研究最值，先求导，研究单调性，由题意，，当时，，所以的正负与相同，可画出在上的图象来看，如图，或，从而在上↗，在上]，在上↗，又，所以，所以.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/ea2f/ea2f5c03d785db705c5fa245d244f46d_5524.jpg]
类型Ⅱ：需二次求导
[例4]已知函数，讨论的单调性.
解：由题意，，(此式不易直接判断正负，可二次求导)设，则，所以，
故在上单调递增，在上单调递减，
又，所以恒成立，故在上单调递减.
[变式]已知函数，求在上的最大值.
解：由题意，，(无法直接判断的正负，直接二次求导又会变得更复杂，所以把分子拿出来再求导)
设，则，所以在上单调递减，
077又，所以，从而，
故在上单调递减，所以.
总结
求出后，若无法直接判断其正负，可考虑二次求导，若为分式结构，有时为了避免再次求导结果变得更复杂，应把分子单独拿出来求导.

第3节求带参函数的单调区间极值、最值(★★★)
内容提要
当函数解析式中有参数时，求函数的单调区间往往需要讨论，这类题函数可能千变万化，但本质上讨论的流程可归纳为如下的流程图：
类型I：最多一个零点
[例1]设，讨论的单调性.
解：由题意，是否在上就决定了在定义域上是否有零点，故讨论的正负)
当时，，所以，故在上单调递增；
当时，如图，由图可知，所以在上单调递增，在上单调递减.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/3fbc/3fbc0ee150e17c60c3969c919323004f_2910.jpg]
[变式1]设，讨论的单调性.
解：由题意，，(此处虽比例1复杂，但其符号与这部分的符号相同，，如图，该因式是否有零点由的正负决定，故据此讨论
当时，，所以，故在上单调递增；
当时，，所以，故在上单调递减，在上单调递增.
[image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4dd4/4dd4cb209c212602cd2b129a813b9540_8064.jpg][image: /code/www_ocrmath_com/www_ocrmath_com//uploads/supermath/inset/4dd4/4dd4cb209c212602cd2b129a813b9540_9043.jpg]
[变式2]已知函数，讨论的单调性.
解：由题意，，若导函数在定义域内有零点，则，故或，剩下的即为导函数在定义域内没有零点的情形，讨论的标准就有了)当时，直线如图1，由图可知，所以在上单调递增，在上单调递减；当时，直线如图2，由图可知，所以在上单调递减，在上单调递增；(余下的部分就是在定义域上无零点的情形，此时必定不变号)
当时，，所以，从而，故在上单调递增.
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[反思]例1和上面的几个变式可以看出，当最多1个零点时，寻找讨论依据的方法是先令，求出，再看它在或不在定义域内.
[变式3](2022新高考I卷节选)已知函数和有相同的最小值，求.
解：(题干提到了最小值，所以先求导，研究单调性)
由题意，，
(观察可得和是否有零点，都与的正负有关，所以据此讨论)
当时，，所以在上单调递减，故没有最小值，不合题意；
当时，，
所以在上单调递减，在上单调递增，故，
，所以在上单调递减，在上单调递增，故，由题意，
所以，故(1)，
(观察可得是此方程的解，但要说明解的唯一性，还需构造函数求导分析；另外，之所以同除以，将由和其余部分做乘法变成做加减法，主要是为了使求导后不再含有，更易于研究)
设，则，所以在上单调递减，又，所以有唯一的零点1，从而当且仅当时，方程(1)成立，故.
[反思]在研究含有这种结构的方程或不等式时，可考虑通过等价变形将其转化成这种结构，使求导后不含，易于分析.
类型Ⅱ：多个零点的讨论
[例2]已知函数，讨论的单调性.
解：由题意，有和1这两个零点，但这两个零点的大小不定，所以讨论的依据是零点的大小)
当时，的图象如图或，所以在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增；
当时，，所以在上单调递增；
当时，的图象如图2，或，所以在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增.
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[变式1](2021-全国乙卷节选)已知函数，讨论的单调性.
解：由题意，，
(本题不易分解因式，的零点个数由判别式的正负决定，故据此讨论，结合求根公式给出单调性)
当时，，所以在上单调递增；
当时，今可得，且或，
，所以在上单调递增，
在上单调递减，在上单调递增.
[变式2](2021-全国乙卷)设，若为函数的极大值点，则
A.
B.
C.
D.
答案：D
解法1：题干涉及极值点，可从的角度出发分析极值的情况，下面先求导，
由题意，或，因为有极值，所以必有的正负影响二次函数开口，故要判断导函数的正负，得先讨论的正负，再由是极大值点来判断和的大小，
当时，因为是的极大值点，所以在附近应为左正右负，故的图象如图1，由图可知，故，两端同乘以可得；
当时，因为是的极大值点，所以在附近应为左正右负，故的图象如图2，由图可知，故，两端同乘以可得；故选.
解法2：注意到有和两个零点，而也是的极大值点，这些都是图象上的关键特征，据此已经能把的大致图象画出来了，所以本题也可直接从的图象出发考虑，的正负不同会导致图象的整体趋势不同，故讨论的正负，
当时，或，要使是的极大值点，则的大致图象如图3，由图可知，两端同乘以可得；
当时，或，要使是的极大值点，则的大致图象如图4，由图可知，两端同乘以可得；故选D.
[image: ]
[反思]数形结合是一种重要的思想方法，零点和极值点是三次函数图象上的关键信息，若能从题干分析出这些信息，往往可以结合图象来简化计算过程.
[例3](2021-新高考Ⅱ卷节选)已知函数，讨论的单调性.
解：由题意，，(当时，因式无零点；当时，该因式有零点，所以按的正负讨论)
当时，，所以，
故在上单调递减，在上单调递增；
(当时，，所以因式的正负与的正负相同，故可将等效成，两个零点为0和，所以又讨论它们的大小)
当时，，所以的图象如图1，
由图可知或，
从而在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增；
当时，的图象如图2，由图可知恒成立，当且仅当时取等号，
所以在上单调递增；
当时，，所以的图象如图3，
从而或，
故在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增.
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[反思](1)当有多个因式时，可先看含参的因式在定义域上是否有零点，作为讨论的依据之一；有零点时，又要和其它因式的零点比较大小，细化讨论；(2)像这种因式，若只看正负，可将其等效成

模块4导数综合
第1节无参函数不等式证明(★★★☆)
内容提要
常见的函数不等式证明题有下面的两种解法：
1.直接构造差函数：以证不等式为例，可构造差函数，求，研究的单调性，得出的最大值小于0即可.
2.等价变形后构造差函数：当直接按第1类处理方法，构造出来的函数较为复杂时，可对要证明的不等式先进行等价的变形，再构造函数证明.常见的等价变形技巧通常是指不等式中有的，变形成结构(这样可使的系数不含，易于求导后的分析)；有的，则变形成或的结构，后续函数单调性的研究会比较容易.
类型I：含结构的不等式证明
[例1]证明：当时，.
证法1：(最常规的想法直接作差构造，我们来试试看)
设，则，(直㧍判断正负不易，故二次求导)，所以在上单调递增，又，所以，故在上单调递增，
因为，所以，故当时，成立.
证法2：(由内容提要(2)知，可在要证的不等式两端同除以，变为这种结构，更易分析)，所以要证，只需证，设，则，所以在上单调递减，又，所以，即，故当时，成立.
[反思]尽管两种证法都证出了不等式，但和证法1相比，证法2可少求一次导，所以当不等式中有时，可考虑将调整为或这种结构，再证明.
[变式]当时，证明：.
分析：若直接今，则，不易判断正负，再求导，，仍然不易判断正负，若继续求导，依然不易判断正负，这个思路就可以放弃了，转为先变形再证.
证明：(要证的不等式中有这一结构，可先两端乘以，转化为与相乘的形式再证)当时，，设，则，
所以，故在上单调递减，在上单调递增，所以，从而，故.
总结
和例1相比，本题直接构造函数求导证明不等式较难，而两端同乘以后，再构造函数分析则很简单，再次说明了含结构时，转化成或来研究的优越性.
类型Ⅱ：含结构的不等式证明
[例2]证明：当时，.
证法1：(先试试直接作差构造)设，则，(不易直接判断的正负，故二次求导)，所以在上单调递减，又，所以，故在上单调递减，结合知，即.
证法2：(要证的不等式中有，可两边同除以，将与分离，再作差构造，方便求导分析)
，所以要证，只需证，设，则，所以在上单调递减，又，所以当时，，即，所以当时，成立.
[反思]尽管两种证法都证出了不等式，但证法2无需二次求导，计算量更小，所以当不等式中有这一结构时，可以考虑将其等价变形成这类形式，再构造函数证明.
[变式]证明：.
证明：(直接作差研究较复杂，而要证的不等式中有，可尝试将与的乘积分开再证，和这两个部分的正负分界比较明显，所以先把它们乘积为正的这两种简单的情况论证了)当时，，所以；
当时，，所以；
当时，，(化为了，更易于求导分析)
设，则，
所以，故在上单调递增，在上单调递减，从而，所以原不等式成立；
综上所述，.
总结
当要证的不等式中有这种结构时，若直接求导较麻烦，则可考虑将其等价变形成的形式，再构造函数证明.

第2节含参不等式小题策略(★★★☆)
内容提要
1.含参不等式小题常用的解题方法有全分离和半分离：
(1)全分离：将原含参不等式等价变形成这类形式，进而转化为求的最值问题.当参变分离后的函数不复杂，容易求最值时，可采用此法.
(2)半分离：将原含参不等式等价变形成这类形式，画图分析参数如何取值才能满足该不等式，这种方法往往需要关注切线、端点等临界状态.
2.全分离后几种常见情况的处理方法：(假设以下涉及到的的最值均存在)
(1)恒成立，则；(2)，使成立，则，
(3)恒成立，则；(4)，使成立，则.
类型I：全分离、半分离处理简单的含参不等式问题
[例1]不等式恒成立，则实数的取值范围为
答案：
解法1：参数可以全分离，先试试全分离，转化为求最值问题，
，此不等式要恒成立，只需，故构造函数求最值，设，则，所以，从而在上↗，在上]，故，因为恒成立，所以.注：此处也可由(当且仅当时取等号)得出的最大值为1.
解法2：只要将中的移至右侧，就能作图分析，故也可尝试半分离，
，如图，是绕点旋转的直线，注意到函数的图象过点的切线是，所以当且仅当时，恒成立.
[image: ]
[变式]不等式恒成立，则实数___________
答案：1
分析：本题若全分离，则需同除以，但不恒为正，得讨论，所以半分离较好.
解法1：，接下来对讨论，的正负决定是否需要将的图象沿轴翻折，所以0是一个讨论的分界点；而当时，改变就是对的图象进行不同的纵向伸缩，临界状态是恰与直线相切的情形(此时)，所以1是一个讨论的分界点；当时，不等式即为，故，不合题意；
当时，如图1，不等式在上不成立，不合题意；
当时，如图2，不等式恒成立；
当时，如图3，不等式在的左侧附近有一段不成立，不合题意；
当时，如图4，不等式在的右侧附近有一段不成立，不合题意；
综上所述，实数.
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解法2：在解法1中，将原不等式化为后，也可进一步将除到右边，转化为直线旋转型，但需讨论的正负，
当时，，如图5，该不等式在上不成立，不合题意；
当时，即为，所以，不合题意；
而当时，表示过定点且斜率为的直线，所以临界状态是与相切的时候，此时，故又讨论与1的大小，
当时，如图6，与相切，由图可知不等式恒成立，满足题意；
当时，，如图7，在左侧附近有一段不成立，不合题意；
当时，，如图在右侧附近有一段不成立，不合题意；
综上所述，实数.
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[反思](1)像这种结构，若在上变化，则对的图象进行纵向伸缩；若在上变化，则先将的图象沿轴翻折，再纵向伸缩；(2)半分离常有多种方向，一般研究动直线比动曲线简单.
总结
从上面两道题可以看到，无论参数在哪个位置，全分离、半分离都是解决含参不等式问题的基本方法.
类型Ⅱ：涉及分段函数的含参不等式问题
[例2]设函数，若对任意的恒成立，则实数的取值范围为___________
答案：
解法1：为分段函数，可以分两段分别研究不等式，
当时，；两端同除以即可全分离，先考虑的情形，当时，不等式对任意的都成立；
当时，，因为，当且仅当时等号成立，所以，故；
当时，即为，也即，
设，则，所以，
从而在上↗，在上]，故，因为恒成立，所以；
综上所述，实数的取值范围是.
解法2：不等式的左右两侧的函数图象都能画，故也可保持这种半分离状态，直接作图分析，如图，当且仅当直线从绕点虺时针旋转至时，不等式恒成立，
下面求解这两个临界状态，设，先求的斜率，
直线与相切，设切点为，因为，所以，解得：
再求的斜率与曲线相切，

判别式或(舍去)，(过点燃作抛物线的两条切线，图中的是斜率为正的那条，故将舍去)由图可知，当且仅当时，对任意的恒成立.
[反思]全分离重在等价变形和求最值，半分离重在分析图象的运动过程，求解临界状态.
类型Ⅲ：求导法处理含参不等式问题
[例3]已知，若不等式恒成立，则实数的取值范围为(     ))
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：由知，所以(1)，设，则，且不等式(1)即为，
接下来若全分离，转化成，则在研究的取值范围时，需求当时，的极限，得用到超纲的洛必达法则，所以尝试不分离直接作差构造函数求导研究，设，则恒成立，
又，所以在上↗，注意到，所以与2的大小就决定了在上是否有零点，所以据此讨论，当时，，结合在上↗可得恒成立，所以在上↗，又，所以恒成立，满足题意；
当时，，且当时，，所以有唯一的零点，
当时，，从而在上]，又，所以当时，，不合题意；综上所述，的取值范围是.
总结
有时候恒成立问题分离可能不好做或涉及超纲知识，就考虑不分离，直接变形后求导研究.
类型：含参不等式整数解个数问题
[例4]函数，若不等式有且仅有2个整数解，则的取值范围为___________
答案：
解法1：为了便于作图，将中的移至右侧，分析临界状态，
由题意，，作出和的图象，如图1，
当直线从(不可取)绕点顺时针旋转至(可取)时，有2个整数解，
直线过点和，其斜率，
直线过点和，其斜率，所以.
解法2：在两端除以，再移项可将完全分离出来，故也可尝试全分离，
，下面求导研究函数的图象，
设，则，
观察可得，于是看看在1的左右两侧的正负可否直接判断，此处是可以的，
当时，，所以；当时，，所以；
故在上↗，在上]，，
据此可作出函数的大致图象如图2，
当位于图2中(不可取)和(可取)这两条水平线之间时，不等式有且仅有和这两个整数解，所以.
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总结
(1)研究不等式的整解个数，方法仍是全分离和半分离，但画图分析时，应抓住图象上横坐标为整数的点，找准临界状态；
(2)整解问题的临界状态能否取到，务必仔细斟酌，例如本题若将题干的不等式改为，其余条件不变，则两种解法都要变成可取，不可取.

第3节原函数构造(★★★)
内容提要
若题干给出一个含的不等式，让我们求解另外的与有关的不等式，这类题往往需要从所给不等式出发，构造一个原函数(若，则称为的原函数)，并判断其单调性，用单调性来分析与有关的不等式.下面归纳一些常见的构造.
	已知的不等式中所含结构
	构造原函数的方法

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


提醒：高中数学并没有系统性地学习不定积分，高考对求导逆运算(构造原函数)的要求并不高，不需要钻研一些特别复杂的构造，掌握常见的几种构造形式即可.
类型I：加减法构造
[例1]设偶函数在上存在导数，且当时，，若，则实数的取值范围是
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：由想到构造原函数，的一个原函数是的一个原函数是，移项构造即可，由题意，当时，，所以，设，则当时，，所以在上]，
再看要解的不等式，往的形式凑，
可化为，即(1)，
前面只得出了在上，故不能直接将(1)化为，需结合题干的奇偶性条件来考虑，又是偶函数，所以也是偶函数，故不等式(1)等价于，
结合在上]可得，解得：.
总结
若给出的含的不等式各部分都容易看出原函数，则直接移项到同一侧，构造原函数即可.
类型Ⅱ：乘除法构造
[例2]已知定义在上的函数满足：函数的图象关于直线对称，且当时，，若，则的大小关系为
A.
B.
C.
D.
答案：D
解析：函数关于对称关于对称，所以为偶函数，由所给不等式中的这一结构想到应构造函数，设，则为奇函数，且当时，，所以在上↘，我们要比较的即是，自变量均为正，故需分析上的单调性，因为为奇函数，所以在上也↘，
又，所以，故.
[变式1]设是定义在上的函数，其导函数为，满足，若，则(    )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：看到这种结构，想到构造原函数，
设，则，因为，所以，故，所以在上↘，要比大小的中涉及，所以先比较，因为，所以，故，
同乘以4可得，即.
[反思]从例2和上面的变式1可以看出，所给的含的不等式中涉及加法，则构造的原函数大概率为两项之积；若是减法，则很可能为两项之商.
[变式2]设函数是定义在上的可导函数，其导函数为，且有，则不等式的解集为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：所给不等式可变形成前多了个系数2，不能构造成，应构造，由可得，设，则，所以在上↗，要解的不等式中有和，应化为和的不等式来解，在两端同除以可得，
所以，从而，故，解得：.
[反思]构造原函数时应注意，有时要把所给不等式简单变形，才能看出原函数.例如本题只要在上乘个，化为，就能看出它是求导后的分子.
[例3]已知定义在上的函数的导函数为，且，则不等式的解集为(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：要解的不等式中有，这部分求导为，恰好有所给结构，构造的思路就有了，设，则，因为，所以，故在上，给了，当然要算一下，看能否与要解的不等式联系起来，
由题意，，所以，结合在上可得.[反思]若所给的含的不等式中，和只有系数的差别，常用来调节.具体来说，若为，则构造；若为，则构造.

第4节同构(★★★★)
内容提要
在某些方程、不等式问题中，可以通过等价变形，使方程、不等式左右两端结构一致，进而构造函数来解决问题，这类解题方法一般叫做同构.同构常出现在小题与大题压轴位置，是较难掌握的方法，需要敏锐的观察能力和一定的解题经验才能灵活运用，下面为大家归纳几类常见的同构题型.
1.以例1及其后的变式为代表的不同变量在两边，简单变形即可同构；或者分别给出关于两个变量的等式，通过换元、变形将一个等式化为与另一等式同构；又或者将含参的和不含参的分离到不等号两侧，简单变形即可同构.
2.以例2为代表的利用恒等式将指数部分调整为与所给不等式其余含的部分一致的结构，整体换元简化不等式的同构.
3.以例3及其变式为代表的指对共生式同构：(以下底数也可换成其它底数，类似处理即可)
(1)与的同构：，所以这两个结构可以相互转化.
(2)与的同构：，所以这两个结构可以相互转化.
(3)与的同构：，所以这两个结构可以相互转化.
类型I：简单变形化同构
[例1]已知正实数满足，则的最小值是___________
答案：2
解析：已知的不等式中，左侧只含，右侧只含，变量已隔离开，观察发现两侧可调整为同构形式，(1)，这样左右两侧结构就一致了，可构造函数分析，设，则，所以在上，
而不等式(1)即为，所以，又均为正实数，所以，故，即，所以的最小值为2.
[反思]对不好研究，但形式相近的不等式，一般会先思考能否变为同构形式；另外，本题若改为求的最小值，你会做吗？可在的基础上，进一步得出，并验证取等条件，求得的最小值为.
[变式1]已知实数满足，则___________
答案：
解析：所给的两个等式都无法直接求出和，故考虑同构，其中这个式子已经很简单了，所以将朝变形，对比此两式发现可将整体换元成，
令，则，代入可得，这就与同构了，可构造函数分析，设，则，所以和都是的零点，
又，所以在上↗，从而，故(1)，
要想求出，光靠式(1)不够，可结合已知的等式，因为该式的左边就是，将代入左侧可得，所以，故.
[变式2]若关于的不等式在区间上恒成立，则实数的取值范围是(    )
A.
B.
C.
D.
答案：B
解析：所给的不等式较复杂，考虑通过同构将其化简，要同构，先把含的和不含的分离到两端，(1)，此时左右两侧已经同构了，可构造函数分析，设，则式(1)即为，又，所以在上↗，故，此不等式画图结合经典切线分析最方便，如图，注意到过原点的切线方程为，所以当且仅当时，恒成立.
[image: ]
[反思]同构需要较强的观察能力和代数变形的基本功，操作的方法之一是将参数集中到等式或不等式的一侧，再调整结构.
类型Ⅱ：利用化局部统一结构换元处理
[例2]设函数，若恒成立，则实数的取值范围是(     )
A.
B.
C.
D.
答案：A
解析：若将调整为，则含的部分都以这一整体结构出现，可换元简化不等式，由题意，，设，则，且，所以即为，故，这一不等式若要全分离，需讨论的正负，比较麻烦，画图结合经典切线来分析更简单，如图，函数过原点的切线为，所以当且仅当时，恒成立.
[image: ]
总结
从例2可以看出，通过恒等式可将化为，若某等式或不等式的其余部分恰好也是这种整体结构，就能换元简化处理.另外，本题若将解析式改为，其余不变，你会做吗？一样地，将化为即可.
类型Ⅲ：指对共生式同构
[例3]若恒成立，则的最大值为___________
答案：1
解析：两端同时加，可将右侧统一成，运用与的同构方法来同构，(1)，设，则，所以在上↗，不等式(1)即为，所以，此不等式画图结合经典切线分析最方便，如图，的斜率为1的切线是，所以当且仅当时，恒成立，故的最大值为1.
[image: ]
[反思](1)基础模型与之间的同构务必熟悉；(2)本题对的同构，也可化为左边的形式，即变形成，构造函数来分析.
[变式1]设，若对任意的，不等式恒成立，则的最小值为___________
答案：
解析：看到这一结构，想到乘以将前面的系数调整为与指数部分一致，，这样问题就转化成了与同构这一基本模型，(1)，同构完成了，接下来可构造函数分析，设，则，所以，故在上]，在上↗，
又，所以的大致图象如图1，不等式(1)即为，由题意，，所以，这一不等式的处理可以全分离成，对右侧求导研究最值，但更简单的做法是画图分析，如图2，注意到过原点的切线为，所以当且仅当时，恒成立，故.
[image: ]
[反思]例3和变式1凑同构的操作不同，一个是加，一个是乘以，但在原不等式中都有线索，比如例3的，变式1的，这些都提示了我们应该如何去凑出像这些基本结构.
[变式2](2020新高考卷节选)已知函数，若，求的取值范围.
解：的解析式中指对共生，同构是值得尝试的方向，若要同构，我们心中应有基本同构模型，如与的同构，与的同构，若按与的同构来，应先把调整为对应的形式，例如这个部分，应调整到指数部分，化为，且应凑出这种结构，从而变形的方向就有了)
由题意，，
(这样就化为了与的同构模型，右侧比较简单，可将右侧调整为左侧的形式)
所以(1)，(左右两侧同构了，可构造函数分析)
设，则，所以在上单调递增，
不等式(1)即为，所以，故，
设，则，
所以在上单调递增，在上单调递减，故，
因为恒成立，所以，从而，故实数的取值范围为.
总结
常见的指对同构模型要熟悉，例如与与与等.
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